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 اىَقذٍح :

 ٍْز تذاٝح تعشفْا عيٚ اىشٝاضٞاخ إُ اىشٝاضٞاخ ٕٜ أً اىعيً٘ ٗاىعذد ٕ٘ ىغح اىعيٌ ٗ

 عَيٞاخ ٗىٌ ّذسك إَٔٞتٔ ٗفَٞا تعذ تعشفْا عيٚ اىتعاٍيْا ٍع الأعذاد مَفًٖ٘ ٍجشد 

ٌّ ت٘سع ٍفٍْٖ٘ا أمثش فأمثش  اىحساتٞح عيٚ تيل الأعذاد )اىجَع ٗاىضشب ٗ....( ٍِٗ ث

 حٞث أطثحْا أٍاً ٍفًٖ٘ ٍجَ٘عح الأعذاد )مالأعذاد اىطثٞعٞح ٗاىظحٞحح ٗ......( 

 ٍجَ٘عاخ الأعذاد حٞث تضٌ تيل ٗخلاه دساستْا تعشفْا عيٚ ٍجَ٘عاخ جضئٞح ضَِ 

 اىَجَ٘عاخ اىجضئٞح أعذاداً تحقق جَٞعٖا ششطاً ٍعْٞاً )خاطّاً( أٗ تشتثظ ميٖا تقاعذج 

 ٍحذدج فَثلاً ٍجَ٘عح الأعذاد اىضٗجٞح ٕٜ ٍجَ٘عح تعشّف تاىقاعذج اىتاىٞح 

    تحٞث       أّٔ عذد صٗجٜ إرا ماُ      ٝقاه عِ عذد 

 مَا تعشف ٍجَ٘عح الأعذاد الأٗىٞح تأّٖا جَٞع الأعذاد اىتٜ ىٖا قاسَاُ فقظ )اىعذد 

 تالإضافح إىٚ تعشفْا عيٚ راتٔ ٗاىعذد ٗاحذ( ٕٗزٓ الأعذاد تذعٚ ب الأعذاد اىخاطح 

 ٗ اىذاىح اىتشتٞعٞح.        تعض اىت٘اتع )اىذٗاه( اىشٖٞشج مذاىح 

 ؟ الأعذاد اىخاطح اىذٗاه ٗ ٍِٗىنِ ألا ٝ٘جذ أّ٘اع أخشٙ عذٝذج 

 ٍٗإٜإراً ٍإٜ تيل اىذٗاه اىعذدٝح ٍٗا اىق٘اعذ اىتٜ تشتظ تِٞ ٍْطيقٖا ٍٗستقشٕا  

 خ٘اص تيل اىذٗاه ؟ 

 ٍٗا الأّ٘اع الأخشٙ ىلأعذاد اىخاطح ٍٗا اىظفاخ اىتٜ تَٞضٕا عِ غٞشٕا ٍِ الأعذاد 

 ٍٗا استخذاٍاتٖا ؟
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 الدوال العدديةالفصل الأول : 

 تعريف:

  ٌّة إذا كانت           ٌقال عن دالة    حٌث       أنها دالة عدد

 مجموعة الأعداد المركبة

 

 اىذاىح اىضشتٞحّ 1-1

 :تعاريف

   إذا كان         و         ٌقال عن دالة عددٌة أنها دالة ضربٌة، لكل 

                

  لكل                  ٌقال عن دالة عددٌة أنها دالة ضربٌة كلٌا إذا كان 

       

 (:1)مثال

 دالة ضربٌة كلٌاً ، لآن      لكل          حٌث            ( أ)

       ، لكل                              

 

 عددٌة لٌست ضربٌة ، لآن  دالة             حٌث           ( ب)

 

                                        

 

 والآن لدراسة بعض خواص الدالة الضربٌة 

 

  (:1)مبرهنة

        دالة ضربٌة ، فإن    إذا كانت  

 البرهان:

 وعلٌه فإن        بحٌث أن       دالة ضربٌة بالفرض إذاً ٌوجد    بما أن 

       ومنها نجد أن                         
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  (:2)مبرهنة

∑     دالة ضربٌة فإن    إذا كانت            دالة ضربٌة         

 البرهان: 

∑       وبما أن     

    

 نفرض أن        و         إذاً  

         ،       إذاً  ٌوجد عددان موجبان وحٌدان      بحٌث أن      و

      ∑     

   
   

     ،      ،          علٌه فإن   

        ∑        ولكن

   
   

   وبما أن   دالة ضربٌة فإن  

        ∑  ومنه
   
   

 ∑    

   

 ∑    

   

 

 

       ∑    

   

 ∑    

   

           

 دالة ضربٌة .   وبالتالً فإن 
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 مجموع وعدد قواسم عدد طبيعي اىذاىتاُ 1-2

 

 تعريف:

 ولمجموع     𝜏بالرمز    عدداً صحٌحاً موجباً ، فٌرمز لعدد قواسم    إذا كان 

 .    𝜎قواسم عدد بالرمز 

 إذاً 

𝜎    ∑ 

   

 𝜏    ∑ 

   

  

 مثال:

      𝜎           ،𝜎                ،𝜎 ( أ)

 .      𝜏        ،𝜏        ،𝜏 ( ب)

 ملاحظة: 

(1) 𝜎             ًعدد أول 

(2) 𝜏            ًعدد أول 

 𝜎و   𝜏والآن لدراسة بعض خواص الدالتان  

 : (3)مبرهنة

 عدداً أولٌاً فإن :  ، حٌث       إذا كان 

    𝜎)ب(         ،                     𝜏 ( أ)
      

   
  . 

 البرهان:

 وعلٌه فإن               هً   عدد أولً إذاً قواسم   بما أن 

𝜏         و𝜎                  
      

   
 

 :(1)نتيجة
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  ∏    ، فإن
  

 

   

 

𝜎    ∏
  

      

    

 

   

                                    𝜏    ∏      
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 دالة أويلر 1-3
 

 تعريف:

 كالآتً:نعرف دالة أوٌلر 

ф                            أي أن 

ф    ∑  

       
     

 

 : (4)مبرهنة

 عدداً أولٌاً    إذا وفقط إذا كان          фفإن       إذا كان    

 البرهان:

 وعلٌه فإن    أعداد أولٌة نسبٌاً              عدد أولً إذاً    بفرض 

ф                }     . 

 عدد مؤلف إذاً ٌوجد على    إذا كان           фولإثبات العكس نفرض أن  

         وعلٌه فإن       و         بحٌث       الأقل عددٌن 

 لٌسا         . إذاً ٌوجد على الأقل عددٌن من بٌن الأعداد            

 عدد    قض الفرض، إذاً  وهذا ٌنا        фوعٌه فإن     أولٌان نسبٌاً مع  

 أولً.

 

 خواص دالة أويلر:

  عدداً أولٌاً فإن    إذا كانф             

 ф  ًدالة ضربٌة لكن لٌست كلٌاф         ф    ф     

  إذا كان  ∏   
   

∏     фفإن        (  
 

  
) 

    

  فإن      إذا كانф     ًعدد زوج 
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 دالة موبيص  1-4

 

 تعريف:

      كالآتً إذا كان      𝜇نعرف دالة موبٌص  

𝜇   

{
 
 

 
 

                                  إذا كان                                            

     حٌث   عدد أولً                                               

  ∏   و    أعداد أولٌة مختلفة                          

 

   

 إذا كان 

 

 مثال:

      𝜇        ،𝜇              ،𝜇        ،𝜇 ( أ)

 

 (: 5مبرهنة)

𝜇  دالة ضربٌة. 

 البرهان:

 إذاً :          و         نفرض أن 

 فنجد أن     ، ٌمكننا أن نفرض أن      أو    إذا كان  ( أ)

 

𝜇     𝜇    𝜇      𝜇    𝜇    
 

       𝜇كما أن       فإن        أو         عدداً أولٌاً و   إذا كان  ( ب)

 

𝜇       𝜇    𝜇    وعلٌه فإن 𝜇      أو 

 

 عدد أولً فإن    و       و         إذا كان   ( ت)
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  ∏   حٌث        أعداد أولٌة مختلفة ، إذاً 

 

   

    ∏  

 

   

 

𝜇     𝜇                     𝜇        𝜇    𝜇    

 ملاحظة: 

 ، فإن     إذا كان 

∑𝜇    {
عندما        

عندما         
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 أعداد خاصة الفصل الثاني : 

 أعداد فيرما ومرسين  2-1

 

 تعريف:

        أنه عدد فٌرما ، إذا كان    ٌقال عن عدد 
    وإذا كان     ،    

 عدد فٌرما الأولً .   عدداً أولٌاً فٌسمى 

 مثال:

        ،        ،         ،          ،         

 عدد أولً لكل    وعلى الرغم من أن فٌرما لم ٌحسب إلا تلك الأعداد فقد أعتقد أن 

 ٌقبل               لكن أوٌلر أثبت عدم صحة ذلك بإثباته بأن     

      ،   ولم ٌكتشف لحد الأن أي عدد فٌرماتً أولً غٌر     القسمة على 

  (:6)مبرهنة

  ∏ لكل     

   

   

      

   البرهان:

 "  "بالاستقراء على  

  إذا كان     فإن             ،                  

 وعلٌه فإن الطرفٌن متساوٌان وبالتالً فإن العلاقة صحٌحة عندما     والآن

 إذاً      لنفرض أن العلاقة صحٌحة عندما 

∏   

   

   

      

 نلاحظ أن       ولكً نثبت صحة العلاقة عندما 
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(∏   

   

   

)              (   
  )(   

  )                         

 (     
  )  (     

    )         

 لكل     وعلٌه فإن العلاقة صحٌحة        إذاً العلاقة صحٌحة عندما 

 :(7)مبرهنة

            لكل         و    

 البرهان:

            وعلٌه إذا كان        إذاً      ٌمكن أن نفرض أن 

     
 فإن   

    

  
 

      

  
 

   
  

   
                    

     إذاً      لكن           إذاً      لكن            وعلٌه فإن 

 وعلٌه     لكن أعداد فٌرما هً أعداد فردٌة إذاً        أو    وعلٌه فإن 

    فإن 

 تعريف:

            أنه عدد مرسٌن إذا كان      ٌقال عن عدد صحٌح موجب  

 عدد مرسٌن الأولً    عدداً أولٌاً فٌسمى     وإذا كان       

 مثال:

 اعداد أولٌة ، بٌنما         ،         ،        ،        

 لٌست أعداد أولٌة .          ،         ،         

 

 عندما    ولحد الآن وباستخدام الحاسب الآلً عُرف عدد مرسٌن الأولً 
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{
 
 

 
 

                                                        
                                                 
                                                 
                                              
                                                                                   }

 
 

 
 

  

 : (8مبرهنة)

   إذا كان     ، فإن       

 إذاً      بما أن   البرهان:

                                           

        إذاً         لكن 

 : (2نتيجة)

  إذا كان     عدداً  أولٌاً  ، فإن   عدد أولً

   البرهان:

      وعلٌه فإن         ،      عدد مؤلف إذاً    إذا فرضنا أن 

     وبما أن      إذاً      لكن         حسب المبرهنة السابقة إذاً 

   عدد غٌر أولً وهذا خلاف الفرض إذا    إذاً     ومنه فإن       إذاً 

 عدد أولً .

 .التالٌة لمعرفة عدد مرسٌن الأولً المبرهنة Lucas Criterionوقد أورد 

 : (9مبرهنة)

       بالقاعدة               عدداً أولٌاً وعرفنا المتتابعة التالٌة    إذا كان 

        و 
 عدد أولً إذا وفقط إذا     فإن      لكل            

        كان 

 عدد أولً        أثبت أن  مثال:

                                  ،         
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  Lucasعدد أولً حسب مبرهنة         إذاً 
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 الأعداد التامة   2-2

 

 تعريف:

 أنه :  مجموعة الواسم الفعلٌة )قواسم العدد باستثنائه( فٌقال عن       𝜎إذا كانت 

        𝜎عدد زائد إذا كان  ( أ)

       𝜎عدد ناقص إذا كان  ( ب)

 إذاً         𝜎    𝜎وبما أن 

𝜎         
 

    عدد زائد  

𝜎         
 

   عدد ناقص  

 :(11)مبرهنة 

 عدد مرسٌن أولً فإن         إذا كان 

     ( أ)
    عدد زائد            ،                )ب(   

 عدد ناقص    

 :البرهان

      إذاً  ( أ)
       بما أن     

  لٌكن  

𝜎    𝜎(     )  𝜎     𝜎(  )              

𝜎                                
 
⇒  𝜎       

 عدد زائد.   وعلٌه فإن 

 

      لٌكن  ( ب)
     بما أن      

 إذاً         

𝜎    𝜎(       )  𝜎       𝜎(  )              

𝜎                                
 
⇒  𝜎       

 .عدد ناقص   وعلٌه فإن 

   :ملاحظة

 الناقصة. ٌوجد عدد لا نهائً من الأعداد ( أ)

 ٌوجد عدد لا نهائً من الأعداد الزائدة. ( ب)
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 والآن إلى تعرٌف الأعداد الكاملة.

 تعريف:

 إذاً         𝜎أنه عدد تام إذا كان    ٌقال عن عدد طبٌعً 

𝜎         عدد تام    

 والآن إلى قاعدة تحدٌد الأعداد التامة الزوجٌة والتً تعود إلى إقلٌدس 

 :(11)مبرهنة

       عدد تامعدد مرسٌن أولً فإن          إذا كان   
    

   البرهان:

     بما أن 
 إذاً         

𝜎    𝜎(       )  𝜎       𝜎(  )            

𝜎                          
 
⇒  𝜎       

 عدد تام.   وعلٌه فإن 

 

 واستناداً لتلك القاعدة نجد أن 

       عدد أولً و       لأن    العدد التام الأول هو 

         عدد أولً و       لأن      العدد التام الثانً هو 

          عدد أولً و        لأن       العدد التام الثالث هو 

 :(12)مبرهنة

 كل عدد زوجً تام لابد أن ٌكون آحاده ستة أو ثمانٌة 

 البرهان:

 عدد مرسٌن         و               عدد زوجً تام إذا   بما أن 

 عدد أولً  ( فإن 2أولً حسب المبرهنة السابقة وعلٌه وحسب النتٌجة)

 وعلٌه المبرهنة صحٌحة            و     فإن     فإذا كان 
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 أو         عدد أولً فردي وعلٌه فإن   فإن      أما إذا كان 

 فإن         فإذا كان         

                                        

                ⇒                     

 فإن         أما إذا كان 

                                             

                                     

                        

 حٌحة لأجل كل عدد تام زوجًوبالتالً المبرهنة ص

 وحتى الآن لم ٌستطع أحد أن ٌجٌب على السؤال التالً 

 هل يوجد عدد تام فردي ؟    
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 الأعداد المتحابة و المتعادلة  2-3

 

 تعريف:

 أنهما متحابان إذا كان     ٌقال عن عددٌن 

𝜎       و  𝜎       

𝜎    𝜎           إذاً       متحابان 

 مثال:

          متحابان ، لأن             و

𝜎      𝜎          
    

   
 
    

   
 
     

    
     

𝜎      𝜎        
    

   
             

 ملاحظة:

 متحابان وللتوضٌح    فذلك لٌس شرطاً كافٌاً لٌكون     𝜎    𝜎إذا كان 

 غٌر متحابٌن      لكن         𝜎    𝜎إذاً      و      لٌكن 

         𝜎    𝜎وعلٌه فإن الشرط              𝜎لأن 

 ضروري.

 تعريف:

 أنهما متعادلان إذا كان     ٌقال عن عددٌن 

𝜎     𝜎     

𝜎      𝜎         إذاً       متحابان 

 وإذا كان معنا عدد مفروض وأردنا أن نعلم الأعداد التً مجموع أجزاء كل واحد منها 

 مثل هذا العدد المفروض أنقصنا من العدد المفروض واحداً ثم جزأنا الباقً بعددٌن 
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 أولٌٌن وقسمنا أٌضاً بعددٌن آخرٌن أولٌٌن وهكذا ثم نضرب القسمٌن فً التقسٌم الأول 

 أحدهما فً الآخر ونضرب القسمٌن فب التقسٌم الثانً أحدهما فً الآخر وكذلك نفعل 

 لرابع و ..... بقسمً التقسٌم الثالث وا

 أي أن:

 عدداً طبٌعٌاً معلوماً وكان المطلوب إٌجاد جمٌع الأعداد المتعادلة المرتبطة   إذا كان 

 بالشكل الآتً   ٌعبر عن   بالعدد 

  {      فنجد أن     أعداد أولٌة مختلفة لكل        حٌث           

 أعداد مختلفة مجموع أجزائها متساوي

 مثال:

 و           ،           و         فإن       إذا كان 

              أعداد  أولٌة  مختلفة  ،  وعلٌه   فإن               

        𝜎     𝜎عددان متعادلان، لأن              
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