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 المقدمة 1.1

قوَدس, و هي ثؾد بذلك أ حد أ قدم فررو  امرياضرَات. ثوؾرب بدأ ت  قوَدًة مػ امؾالم امَوناني ا  امِيدسة ال 

ا ُو مسائوِا, فحوِا يحخاج مزيجاً جمَلًا من الذكاء  قوَدًة دوراً ُاماً في امفيزياء, مكن مؾل أ كثر ما يميُز امِيدسة ال 

ا جؾوِرا ماامَرة لمسرابقات امرياضرَات. في م ؽرام مرن و الخبرة و امطبر, ا لى جاهب طبَؾتها امخجرًدًة, و ُذا م

قوَدًة من  أ ضل س خة مسرائل, ا لى جاهرب امؾدًرد  ال ومومبَاد امؾالمي نورياضَات, حرد مسأ لة أ و مسأ مخا ُيدسة ا 

قويمَرة مارل أ ومومبَراد أ سر َا و اارَا امِرادي, أ ومومبَراد امبوقران ... . و ُيرا بردأ ت بؾرظ  من ال ومومبَادات ال 

وِا من طبَؾتها امشكلَة ا لى ؽلاقات رياضَة بهدف جسرَِل الاستر  اثَجَات ملامخفاف حول ُذٍ المسائل و تحوً

حوِا. فوجأ  امبؾظ ا لى ال سقوا ؽلى محرورٍن مذؾامردٍن و اسر خمدام ال حردازَات الدٍةرثَرة , مكرن اؽران مرا 

ئر فيها . حامَاً , أ شِر ُرذٍ امطرر  أ زبدت ُذٍ امطرًقة فشوِا , و ُذا بسبب ضؾوبة المؾادلت المؾبرة ؼن الدوا

هي ال ؽداد امؾقدًة , مكن ل حزال ُياك امؾدًد من امثغررات فيهرا , خاضرة فرع ًخؾورل المثوثرات , فامخؾامرل مرػ 

 ضَغة بؾظ اميقاط ال ساس َة فيها ضؾب .

ل ساسر َة في الحاجة أ م الاخترا  , و اهطلاقاً من الحاجة نوحطول ؽلى ضَؿ سِلة نويقراط و المسر خقعت ا

 المثور , عِر هغام ال حدازَات المساحِة , الذي سًٌاقشَ في ُذا امبحر .

أ ولً , س يورد أ ساس َات ُذا اميغام و كَفِة اس خًذاجة , و بؾدُا س يورد بؾظ ال مالة ميوضح كَف يمكن 

 اس خمدامَ لحل المسائل المخؾوقة بمثور .
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 مططوحات 1.2

P  َِشؾا  امخوج :OP . 

  , ,   قِاسات امزوايا :CAB  ,ABC  ,BCA . ؽلى امترثُب 

a  ,b  ,c   أ طوال ال ضلا :BC  ,CA  ,AB . ؽلى امترثُب 

 ABC  مساحة المثور :ABC . 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

det

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

: محدد المطفوفة  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

 . 

G  . هقطة ثلاقي المخوسطات , أ ي مركز زقل المثور :( )Centroid . 

H  . هقطة ثلاقي الارثفاؽات :( )Orthocenter . 

I  . هقطة ثلاقي الميطفات , أ ي مركز الدائرة الملٌسة داخلًا :( )Incenter . 

O  هقطة ثلاقي اااور , أ ي مركز الدائرة المارة برؤوس المثور :( )Circumcenter . 

R . هطف قطر الدارة المارة برؤوس المثور : 

r . هطف قطر الدائرة الملٌسة داخلًا : 

1 2

cyc

x x   1: ُو المجمو 2 2 3 1... n nx x x x x x   . 
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حدازَات 1.3  مس خقيم : ا 

ذا كاهت  هقطخين ؽلى مسر خقيم  Qو  Pسًبدأ  أ ولً بمراجؾة بؾظ بؾظ ال فةر ؼن اميقاط ؽلى مس خقيم مؾطى. ا 

L  ؼيدئذ ثؾطى مؾادلة المس خقيم ,L  الحامل نوقطؾة المس خقيمةPQ : اس خمدام أ شؾة امخوجَِ امشكل الآتي 

( ) (1 )R P t Q P t P tQ      

tؽدد حقِقي بحَر  tُيا لدًيا    و ثؾتمد قيمخَ ؽلى مةن اميقطةR  ؽرلى المسر خقيمL  ؽرلى سربِل .

ذا كان  0tالمثررال ا    فذكررون اميقطررةR  ؼيدئررذ مٌطبقررة ؽررلى اميقطررةP  ذا كان 1t, و ا    ؼيدئررذ اميقطررةR 

0امتي تحقل  R. لٍوؽة اميقاط  Qمٌطبقة ؽلى اميقطة  1t   ثقػ ؽلى امقطؾة المس خقيمةPQ و اميقراط امرتي ,

0tتحقل    ثقػ ؽلى امذدادQP  من جهةP 1. و اميقاط امتي تحقلt   ثقػ ؽلى امذدادPQ  من جهرةQ ذا . ا 

mوضؾيا 
t

l m



 كامخالي : Lؼيئذ ثطبح مؾادلة امس خقيم  

( )l m R lP mQ   

1lؽررلى سرربِل المثررال, ؼيرردما    2وm   1, سرر َكون لدًيررا
( 2 )

3
R P Q   و اميقطررةR  ثقررػ ؽررلى امقطؾررة

2PRبحَر  PQالمس خقيمة  RQ  1. ؼيدماl   0وm   حكون اميقطةR  طبوقة ؽلى اميقطةP  و كذلك ,

0lؼيدما    1وm   حكون اميقطة   طبوقة ؽلى اميقطةQ . 

1lمن الآن فطاؽداً س َكون دائماً  m   و حكون مؾادلة المس خقيمL : 

R lP mQ  

مةهيررا الآن امقررول أ ن م هقطررة  )ثقابررل امثيائَررة  PQالحامررل نوقطؾررة  Lثقررػ ؽررلى المسرر خقيم  Rا  , )l m  ااققررة

1lنوشرط  m   ثقابل اميقطرة  (1,0). حِرP  ثقابرل اميقطرة  (0,1)وQ  1و هقطرة كاميقطرة 2
( , )
3 3

كرلٌ في  

2بحَر ٍكون  Rالمثال امسابل ثقابل هقطة 
PR

RQ
  ذا كان 0l. و بشكل أ عم , ا    0وm   فذكرون اميقطرة ,

R  واقؾة ؽلى امقطؾة المس خقيمةPQ  بحَررPR m

lRQ
  اميقراط امواقؾرة ؽرلى امذرداد .PQ  مرن جهرةQ  ثقابرل
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)امثيائَة  , )l m  0بحَرl   1وm   ذا أ ؼطَيا مل طوال امِيدس َة ا شارة بحَر حكون ال طوال من جهرة  P. ا 

ن امؾلاقرة  Pا لى  Q, و ال طوال من جهرة  ذات ا شارة موجبة Qا لى  شرارة سرامبة , فرا  PRذات ا  m

lRQ
  ثبقرى

حكون اميقطة و امؾكس. ؽلى سبِل المثال , ؼيدما  Qمن جهة  PQمحققة , في حالة اميقاط امواقؾة ؽلى امذداد 

(2, 1)R     1ٍكررون

2

PR

RQ
   ,PR  شررارة سررامبة و شررارة موجبررة . هقررول ؼررن اميقطررة  RQذات ا  ذات ا 

1 2
( , )
3 3

R   أ نها ثقسمPQ  1داخوَاً بًس بة: ,2)في حين هقول ؼن اميقطة  2 1)R    أ نها ثقسمPQ  ًخارجِا

:1بًس بة  2 . 

ة  ذا وجدت زلاث زوابرت  Rو  P  ,Qحكون زلاث هقاط  : 1.1هغرً ذا و فقا ا  ,  kؽلى اس خقامة واحدة ا 

l  وm  0بحَر ٍكونkR lP mQ    0وk l m   . 

Rمن امسِل امخأ كد من صحرة اميغرًرة امسرابقة, يمكٌيرا ببسراطة مرن المؾرادلة   lP mQ   1أ ن هأ خرذk    و

 مباشرة نحطل ؽلى المؾادلة أ ؽلاٍ .

ة  )هغام ال حدازَات  : 1.2هغرً , )l m  نومس خقيمL  المؾطى المؾادلةR lP mQ    غير مرثبا المبدأO . 

ان : آخر  برُ '. فِكون لدًيا  O'ميفرض أ هَ لدًيا مبدأ  أ 'P OO P   و' 'Q OO Q   و' 'R OO R   ,

 في المؾادلة ال ساس َة : هؾوض

' ' ( ' ') ( ' ')OO R l OO P m OO Q     

1lمكن لدًيا  m  : فذطبح المؾادلة امسابقة كامخالي , 

' ' 'R lP mQ  

س يقوم الآن بخقديم طرًقة لحساب ال طوال في هغامٌا ُذا . قد ثبدو ُذٍ امطرًقرة مؾقردة و ضرؾبة في امبداًرة , 

 ٍ هي امطرًقة امطحَحة ملاهخقال فع بؾد ا لى ال بؾاد ال ؽلى.مكن ُذ
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PQمَكن  c  و مخكن اميقطخان ,( , )R l m  و( , )S r s  ثقؾان ؽلى المس خقيمL  الحامل نوقطؾة المسر خقيمة

PQ  1حِرررl m   1وr s   فِكررون لدًيررا .( , )RS S R u v    حِرررu r l   وv s m   ,

0uهلاحظ أ ن  v   َالآن , بما أ ه .( 1,1)PQ    و لدًيا من امخؾرًفPQ c : فِكون 

( , ) ( , ) ( 1,1)RS u v v v v vPQ      

 و مٌَ نجد أ ن :

2
2RS c uv  

 اهتمثَل امشؾاؼي نومثوثات : 1.4

ان , أ ن المسراحة  Oو مخكن  ماوثاً في المس خوى  ABCمَكن   مبدأ  اخذَاريًا في امفضاء . س يورد , بدون برُ

 ثؾطى امؾلاقة : ABCذات ال شارة نومثور 

 
1

( )
2

ABC k AB BC C A    

شرارة  k. و اتجراٍ  وحدة مذؾامد مػ المس خوي  شؾا  kحِر  ًردل ؽرلى ا  ABC  ُرذا يمكٌيرا مرن  َريز .

ذا كان  ا شارة المسراحات في المسر خوى  . فرا  ABC  موجبراً و امريقاP  وA  ثقؾران بريفس اةِرة امًسر بة

فِكون  ABنوضوػ  PBC ذا كاهت في جهخين مخخوفذين فِكون المقدار مقداراً موجباً , أ ما ا  PBC .ًسامبا 

غير مرثبطة خطَاً , و أ ن  Cو  A  ,B. هؾلم الآن أ ن ال شؾة  ًقػ خارج المس خوي Oميفرض الآن أ ن المبدأ  

( ) 0A B C    و لدًيا( ) 0A B C    حِر مُس أ يًا من ال شؾةA  ,B  وC  ُو امشؾا  امطفري شرط

 . OBCواقؾة في مس خوي المثور  Aلزم و كافي مخكون اميقطة 

ة  ذا كان المبدأ   : 1.3هغرً ,  ؼيدئرذ أ يًا حكرون اميقطرة  ABCالذي يحروي المثورر  ًقػ خارج المس خوي Oا 

P  ثوجد زلازَة مميزة ,( , , )l m n  َِبحَر ًؾطى شؾا  امخوجOP : امؾلاقة 

P l A mB nC    1وl m n   
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ان : OPلدًيا  برُ OA AB AC     حِرAB B A   وAC C A  : أ ي . 

( ) ( )P A B A C A       

(1 )P A B C        

ذا اخترنا  1lو ا       ,m   ,n   , ران وحداهَرة ُرذٍ امثلازرة نحطل ؽلى المؾرادلة المًشرودة. مبُر

'أ ن  زرلاث أ شرؾة غرير مرثبطرة خطَراً . هفررض جردلً  Cو  A  ,Bس يؾتمد ؽلى كون  ' 'P l A m B n C   

'حِرررر  ' ' 1l m n    و( ', ', ') ( , , )l m n l m n  ؼيدئرررذ ٍكرررون( ') ( ') ( ') 0l l A m m B n n C       و

l'مُس أ يا من  l  و'm m  و'n n  ٌساوي امطرفر . مكرن ُرذا ًيراقظ كرون ال شرؾةA  ,B  وC  غرير

 مرثبطة خطَاً.

, امشيرء الدَرل  مَكون خارج المس خوي  Oمكٌيا لم هطل ا لى ُدفٌا بؾد , فٌحن ل ىرًد أ ن نحدد موقػ المبدأ  

 ُيا , أ هيا مس يا بحاجة لذلك.

ة  ذا كان المبدأ   : 1.4هغرً , ثوجد زلازَة مميزة  P. ؼيدئذ أ يًا حكون اميقطة  ًقػ في المس خوي  Oحتى ا 

( , , )l m n  َِبحَر ًؾطى شؾا  امخوجOP : امؾلاقة 

P l A mB nC    1وl m n   

ان : الآن مرثبطة خطَاً . أ ي أ هرَ  Cو  A  ,B, وس خًذج أ ن ال شؾة  ًقػ في المس خوي  Oبما أ ن المبدأ   برُ

0rAبحَرر  tو  r  ,sًوجد زلاث زوابت حقِقِرة مُسرت اِرا أ ضرفاراً  sB tC    بمرا أ ن .A ,B  وC 

رررررة مُسرررررت ؽرررررلى اسررررر خقامة واحررررردة , لدًيرررررا وفرررررل  0r 1.1اميغرً s t d     الآن , مرررررَكن .

0 0 0P l A m B n C    0حِر 0 0l m n c    و ميؾرف ,k  1بحَرc kd  : ؼيدئذ . 

0 0 0 ( )P l A m B n C k rA sB tC l A mB nC          
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0حِر  0 0 ( ) 1l m n l m n k r s t c kd            ن وحداهَة امثلازَة ). الآن ميبُر , , )l m n  ميفرض ,

)جررردلً  أ هرررَ ًوجرررد زلازَرررة أ خررررى  ', ', ')l m n تحقرررل  بحَرررر' ' 'P l A m B n C    و' ' ' 1l m n    و

( , , ) ( ', ', ')l m n l m n  ميدؼو .'u l l   ,'v m m   و'w n n  : فِكون لدًيا 

0uA vB wC   

ةمكن ُذا ًؾني وفل  ذن وسر خًذج  Cو  A  ,Bأ ن اميقاط  1.1 اميغرً ثقػ ؽلى اسر خقامة واحردة , ثيراقظ , ا 

)أ ن امثلازَة  , , )l m n . وحِدة 

ة  ): هغام ال حدازَات  1.5هغرً , , )l m n  في المس خوي : المؾرف امؾلاقات 

P l A mB nC    1وl m n    

 . Oغير مرثبا المبدأ   

يا فيها اميغرًة  ان ُذٍ اميغرًة شبَِ امطرًقة امتي برُ  ؽدا ؼن المسقا امثامر . 1.2برُ

) ال حدازَاتم الماذا ًدؼى هغ 1.5 , , )l m n  ال حدازَات المساحِة ؟ 

)ًدؼى هغام ال حدازَات  , , )l m n  المؾطى امؾلاقات المذكورة بيغرام ال حردازَات المسراحِة ل سر باب سر يوردُا

Pو فيها ٍكرون  A ثل اميقطة  (1,0,0)فع بؾد . أ ولً , هلاحظ أ ن امثلازَة  A  ثرل  (0,1,0). و امثلازَرة 

Pو فيها ٍكون  Bاميقطة  B  ثل اميقطة  (0,0,1). و امثلازَة C  و فيها ٍكونP C  لذا غامباً مرا هردؼو .

 بمثور المرجػ . ABCالمثور 

 امتي ثيص ؽلى أ ن : ABCالآن , ميذكر امطَغة المؾبرة ؼن المساحة ذات ال شارة نومثور 

 
1

( )
2

ABC k AB BC C A   

الآن , ميحسب  PBC  حِرP l A mB nC   : فِكون 
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 
1

( )
2

PBC k BC BP  
 

 
1

( )( )
2

PBC k C B P B   
 

 
1

( )( ( 1) )
2

PBC k C B l A m B nC     
 

 
1

( )
2

PBC k l AB BC C A   
 

   PBC k l ABC k 
 

 
 

PBC
l

ABC
 

 

 و بشكل مشابَ نحطل ؽلى : 

 
 

APC
m

ABC


و أ ًضاً  
 
 

ABP
n

ABC


 

في المس خوي  Pُيا طبؾاً نحن هؾتمد المساحات ذات ال شارة . و ثقول ُذٍ اميدِجة أ ن أ يا حكن اميقطة   

  فا ن ,       PBC APC ABP ABC    1, و ُذا امخؾبير امِيدسي ؼنl m n    و مِذا هدؼو .

 هغام ال حدازَات ُذا بيغام ال حدازَات المساحِة . ل ن م مسقا مِا ًؾبر ؼن قيمة مساحة ُيدس َة .

 المساحات في ال حدازَات المساحِة : 1.6

ة  )مَكن لدًيا اميقاط  : 1.6هغرً , , )P P PP l m n  ,( , , )Q Q QQ l m n  و( , , )R R RR l m n  ؼيدئذ ٍكرون ,

 لدًيا : 

 
 

det

P P P

Q Q Q

R R R

l m n
PQR

l m n
ABC

l m n

 
 

  
 
 
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ان :   برُ

بمجسرم مذروازي  ABC, و منرمرز ب  ABCااخروي نومثورر  خرارج المسر خوي  Oميأ خذ مبداً ال حردازَات 

لدًيرا مرن ثؾرًرف .ؼيدئرذ ٍكرون  PQR. و ال مر س َان امًس بة نورمز  Cو  A  ,Bال ضلا  اادد ال شؾة 

 محدد المطفوفة اس خمدام الحجوم امؾلاقة الآثَة :

( )
det

( )

P P P

PRQ

Q Q Q

ABC

R R R

l m n
vol

l m n
vol

l m n





 
 

  
 
 

 

 و مكن لدًيا أ ًضاً من ضَغة حساب حجم مجسم مذوازي ال ضلا  :

 ( ) 6 ( ) 2PRQvol vol OPRQ PRQ h    

 و بشكل مشابَ نحطل ؽلى :

 ( ) 6 ( ) 2ABCvol vol OABC ABC h    

  :بقسمة امؾلاقذين امسابقات نحطل ؽلى

 
 

( ) 2
det

( ) 2

P P P

PRQ

Q Q Q

ABC

R R R

l m n
vol PRQ h

l m n
vol ABC h

l m n





 
  

     
 

 

 و ُو المطووب .

 المس خقعت في ال حدازَات المساحِة : 1.7

ة  )مخكن لدًيا اميقطخان  : 1.7هغرً , , )P P PP l m n  و( , , )Q Q QQ l m n  فذؾطى مؾادلة المس خقيم المرار مرن ,

 اميقطخين امؾلاقة :
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det 0

P P P

Q Q Q

l m n

l m n

l m n

 
 

 
 
 

 

ان  امتي من أ جوِا حكون  Rبكل بساطة , مييغر ا لى امؾلاقة امسابقة من وجهة هغر أ نها تحدد جمَػ اميقا  :برُ

ذا ٍكون  Rو  P  ,Qاميقا  ؽلى اس خقامة واحدة , ا   0PQR   و الؼتماد ؽلى ضَغة المساحة نحطل ؽلى

 امؾلاقة امسابقة .

 مؾادلة المس خقيم في ال حدازَات المساحِة من امشكل :أ ي أ ن 

0ul vm wn    حِرu  ,v  وw . أ ؽداد حقِقِة  

  امربب بثابت .مميزة حتى wو  u  ,vال ؽداد 

ذا أ ردنا أ ن نحطل ؽلى مؾادلة مس خقيم مار من اميقطة  , ببساطة هؾوض في المؾادلة ا حدازَات اميقطة  Aا 

(1,0,0)A  : فٌحطل ؽلى , 

(1) (0) (0) 0 0 0u v w u vm wn        

 فذكون مؾادلة المس خقيم من امشكل :

:m kn k  

ذا أ ردنا أ ن نحطل ؽلى مؾادلة المس خقيم الحامل نوضوػ  B(0,1,0)فٌقوم ببساطة بخؾوًظ ال حدازَات  BCو ا   

 في مؾادلة المس خقيم ميحطل ؽلى :

:l kn k  

, و مكن نحن ىرًد أ ن نحدد ُذا المس خقيم هيمر من  Bُيا ىكون قد اس خًذجيا مؾادلة المس خقعت المارة من اميقطة 

C(0,0,1), فٌؾوض ا حدازَات اميقطة  Cاميقطة   : في المؾادلة امسابقة فٌحطل ؽلى 

0l  
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و فرضاً لدًيا  PBCًؾبر ؼن مساحة المثور  lو يمكٌيا اميغر ا لى اميدِجة امسابقة من وجهة هغر أ خرى . بما أ ن 

P  ,B  وC  0ثقػ ؽلى اس خقامة واحدة فٌجد أ ن دائماً لدًياl  . 

ل  ؽلى امرغم من أ هيا ل زميا نجِل امكاير ؼن ال حدازَات المساحِة , كمؾادلة الدائرة , اميقاط المميزة في المثور ... ا 

ان م من هغرًتي جش َفا و مِيالوس .أ هيَ  مةهيا الؼتماد ؽلى مؾووماثيا الحامَة برُ  ا 

ة  ة جش َفا : 1.7هغرً ,  BCمَقطػ  CSو  AS  ,BS. نمدد  ABCهقطة داخل المثور  Sمخكن  : هغرً

CA  وAB  في اميقاD  ,E  وF : ؽلى امترثُب . ُذا ٍةفئ 

1
BD CE AF

DC EA FB
 

ان : حدازَات اميقطة  ADميحطل ؼبى مؾادلة المس خقيم الحامل نوقطؾة  برُ في مؾادلة المس خقعت  E, هؾوض ا 

m, و هي :  Aالمارة من اميقطة  kn  0,1), هؾوض , )A p p  : ميحطل ؽلى 

1 p
n m

p


 

, مكن مػ ثؾوًظ  CFو  BEو بشكل مشابَ نحطل ؽلى مؾادلت المس خقعت الحاملة مل ضلا  

(1 ,0, )B q q   و( ,1 ,0)C s s  : فٌحص ؽلى المؾادلت 

1 q
m l

q


  و

1 s
l n

s


 

ذا كان : ذا م فقا ا   و بربب امؾلاقات امسابقة ببؾضِا , نجد أ ن المؾادلة ثقبل حلًا ا 

(1 )(1 )(1 )
1

d e f

def

  
 

 و ُذا بدورٍ ٍةفئ هغرًة جش َفا .
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يرتي  ران مبُر مكن ل حزال ضَغة المس خقعت غير مكتملة لدًيا . امطَؿ امسابقة مفِدة جداً و كلٌ رأ ًيا هي كافِة مبُر

و الحراملة ل ضرلاؽَ , و كرلٌ هؾرلم في  ABCجش َفا و مِيالوس , مكنها محددة المس خقعت المارة بررؤوس المثورر 

 ا نحخاجَ , فماذا هفؾل ؟ ُا هي ضَغة المس خقعت امؾاملة في ال حدازَات المساحِة :امكاير من الحالت مُس ُذ

 بؾظ اميقا ال ساس َة في المثور : 1.8

سًذابػ في ثطبَقات ال حدازَات المساحِة في المثوثرات . مرن أ حرد حسر يات ال حردازَات المسراحِة أ نهرا ثؾطَيرا 

, ؽلى ؼكس ال حردازَات الدٍةرثَرة و امِيدسرة امؾقدًرة . وضفاً بس َطاً مؾدد من اميقاط ال ساس َة في المثوثات 

)سًذؾرف الآن ؽلى مفِوم جدًد ُو ال حدازَات امضبوطة و ٍرمز مِرا ب  : : )l m n  و ثؾرني أ ن 
 

PBC l

PCA m
 

و  
 

PAC m

PBA n
  و 

 

PBA n

PBC l
  1أ ي أ هيا لم هؾد نحدد ال حدازَات مَكون لٍوؼِا .  

: هؾلم ان  Iاميقطة  
1

2
IBC ar : و بيفس امطرًقة نجد أ ن . 

1 1 1 1 1
( , , ) ( , , )
2 2 2 2

I ar br cr a b c
rs s

 
 

( : : )I a b c
  

هي  و    ,, و مرخكن  Cو  A  ,Bهي أ قردام الارثفاؽرات مرن  C'و  A  ,'B'مخكن  : Hاميقطة 

BHA'. هلاحظ أ ن :  Cو  A  ,Bامزوايا    : ذن  ا 

 
1 1 1

' ' tan cos tan
2 2 2

PBC aHA aBA ac     

cos cos cos cos
2sin

c
a Ra   


   

 نحطل ؽلى ال حدازَات :و 

( cos cos , cos cos , cos cos )
R

H a b c
sr

       
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( cos cos : cos cos : cos cos )H a b c      

 لدًيا : OBC: في المثور  Oاميقطة 

  2 21
sin 2 sin cos

2
OBC R R    

2الؼتماد ؽلى امؾلاقة : 
sin

a
R


 : 

 
1

cos
2

OBC Ra  

ذن نحطل ؽلى ال حدازَات نويقطة امشكل :  ا 

( cos , cos , cos )
2

R
O a b c

sr
    

( cos : cos : cos )O a b c   

 ماال : مس خقيم أ ومر : 1.9

ؽلى اس خقامة واحدة و ُو ما ًدؼى بمس خقيم أ ومر . ًخحقل في مسر خقيم أ ومرر امؾلاقرة  Hو  O  ,Gثقػ اميقاط 

3OH OG  ان ُذٍ الخواص فٌحن بحاجة ل حدازَات اميقا  . و هي كامخالي : Hو  O  ,G. مبُر

1 1 1
( , , )
3 3 3

G  

( cos cos , cos cos , cos cos )
R

H a b c
sr

     
 

( cos , cos , cos )
2

R
O a b c

sr
   

 نحن الآن ببساطة بحاجة أ ن هثبت أ ن :

3 2G O H  
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( cos cos cos )
cyc cyc

A Ra Ra A      

 هلاحظ أ ن :

(cos cos cos ) (cos cos( ) sin sin )Ra Ra             

(sin sin ) 1
4

abc
Ra

srR
     

 و ُو المطووب.

 : OIHماال : المثور  1.11

ية أ ن :   ثقول المبُر

 
1

( )( )( )
8

OIH a b b c c a
r

    

 لدًيا : امبرُان :

   

cos cos cos
1

det
2 2

cos cos cos cos cos cos

a b c
R R

OIH ABC a b c
sr s sr

a b c

  

     

 
 

      
 
 

  

2

2

cos cos cos

det 1 1 1
4

cos cos cos cos cos cos

a b c
R abc

rs

  

     

 
 

   
 
 

  

3

(cos cos )(cos cos )(cos cos )
R

s
           

 اؼتماداً ؽلى امطَغة :

2 2 2 2 2 2

cos cos
2 2

a c b b c a

ab bc
 

   
   
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 ( )( )( ) ( )( )

2 2

a b a b c a b c a b s c

abc rR

      
   

مةهيا أ ن هبسا امخؾبير امسابل ا لى :  ا 

3

1
( )( )( )( )( )( )

8
s a s b s c a b b c c a

sr
       

)و الؼتماد ؽلى ضَغة ُيرون :  )( )( )rs s s a s b s c    : 

 
1

( )( )( )
8

OIH a b b c c a
r

     

 و ُو المطووب.

 : 1مسأ لة  1.11

مماساً  PAبحَر ٍكون  BCؽلى امذداد  Pالدائرة المارة برؤوسَ . ثقػ اميقطة  و  ABCلدًيا المثور 

ة  نلدائرة   CDو  BEؽرلى امترثُرب . امقطرػ  Eو  Dفي  ACو  ABػ ًقطػ امقط APB. مٌطف امزاوً

ذا فرضيا أ ن  Qثوخقي في  ة  يمر في مركز الدائرة  PQ. ا   . BAC, احسب امزاوً

PABهلاحرررظ أ ن الحرررل :  ACB   ذن المثورررين مدشرررابهان . مرررن امدشرررابَ وسررر خًذج أ ن  PACو  PBAا 

PB PA c

bPA PC
   ًية الميطف الداخل ذا اؼتماداً ؽلى مبُر BD. ا  c

bDA
  و كذلكAE c

bEC
  و ُيا وسر خطَػ أ ن .

)نحطل ؽلى ال حدازَات  : : 0)D c b  و( : 0 : )D b c  و وس خطَػ أ ن نحدد اميقطةQ  بؾد حل جملة مؾادمتي

2ميحطل ؽلى  BEو  CDالمس خقيمين  2( : : )Q bc b c  0). ميضػ : : )P m n  بما أ ن اميقا .P  ,D  وE 

ثقررررػ ؽررررلى اسرررر خقامة واحرررردة , وسرررر خًذج أ ن : 
0

det 0 0

0

m n

c b

b c

 
 

 
 
 

. أ ي  
2

2

m b

n c
   ذن نحطررررل ؽررررلى . ا 

2 2(0 : : )P b c   أ خيراً , لما أ ن اميقا .P  ,Q  وO : ثقػ ؽلى اس خقامة واحدة , وس خًذج أ ن 
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2 2

2 2

0 0

det det 0

cos cos cos cos cos cos

b c b c

bc b c bc bc b c

a b c a     

   
   

     
  
  

 

 و بؾد ثبس َا امؾلاقة :

2 22 cos cos cos ( cos cos )abc bc b c bc c b abc         

1أ ي 
cos

2
   و

3


  .  
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 الخا ة : 1.12

آمَة عمل ال حردازَات المسراحِة و قو را في حرل مسرائل امِيدسرة  الآن هطل ا لى نهاًة بحثيا . قميا بشرح أ

ل سرلاح ارن حرسراهة  قوَدًة . مكن مهلٌ حطل , ل يمكن أ ن هؾتمدُا كطرًقرة وحِردة نوحرل , مُسرت ُرذٍ ا  ال 

را مرن طرر  الحرل , لات امِيدس َة و امخوابػ امؾقدًة و غيُر امرتي  ال سوحة امتي تحوي أ سوحة أ خرى مال امخحوً

 اجتماؽاُا مػ الذكاء و امطبر , ثوضويا ا لى الحوول المثامَة و ثضؾيا ؽلى طرًل المَدامَات امؾالمَة .
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