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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 المقدمة

إنّ الثوووووومعر الة عالّووووووي مالتي ملمهلووووووم التووووووء امحووووووام ال ووووووملة ة ووووووا ا تاووووووم  ال ووووووع  ال ملةلّووووووي الثم لّووووووي  توووووو  م ت ووووووم 
ء هوووووااأ  ووووو  لاحووووووا إلووووو  ال  وووووو  ةوووووون اتاتعايوووووما مالت ووووومعاا اووووووء ةات ووووو  ةهووووومتا ال لوووووومرأ مت ووووولةم اوووووو

 ةهمل الفحم  الامعهء مي ة الاعر مالإش معأ ماليثوع ةن الةهمتا الأاعى.....

م وووو   ع ووووا الق وووومع ةوووون  لووووم ال  ووووو  ةوووون ال  ةووووم  ةوووون لةثوووومل يووووملة الا   ووووي الإ ع قووووء للملم وووووم  مالووووا  
كتووووو  لتم وووووض اوووووء الع محووووولما الض توووووي مالتق و لووووويأ ضملإحوووووماي إلووووو  ال وووووملة الفو  وووووم ء ةمي وووووم م الوووووا  ض ووووو  

   ه. 41لفلي ا شم  الة   لما مالق مع الةاعم لّي ة ا كمن يةعه اء ك

مي وووو  الووووع ة ةوووون ة عاووووي ال  ةووووم  ل ق وووومع ة ووووا  ةوووون ض ووووو أ إلوووو  لن ا ووووتا اةام لووووة و شوووو  ضشووووكم ما ووووض إت 
ع ووووومل الةعايووووو  الفحوووووم لي إلووووو  اليووووومن الاووووومعهء مةوووووم تعتووووو  ي لوووووه  ي ووووو ةم لووووو ل ات  ووووومن ضرووووو م الفحوووووم أ ماى

 ماضض  عكتامأ مةم إل  ه ملك ةن لةمع ع محلّي ماو  م لّي.ةن  عا تامأ مة عاي ت
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 القطوع المخروطيةّ وأهميتها في حياتنا

الأهووووعاة ال ووووةمملي ا هوووو  ل اووووم  لا ووووو مهووووم  الق ووووض الةاعم لووووي ض لمت ووووم ضشووووكم كلوووووع  ا  وووو   عا ووووي  عكووووي 
ماووووء الوووواعر  ل وووو  الأهووووعاة الأاووووعىأت وووو ك    وووومً ةكما وووومً إاا تهوووومم ا  ووووعيتام ال ووووعيي اليم لّووووي الثم لووووي  وووومل 

 مالإليتعمن للا و الةاتصمن ضأن الإليتعم ما ت مع  مل ال مار ي   ة اعاا إه وهلي للحمً.

"لووووومعان اللا ووووو يء" الوووووا  ل تةووووو   فن التوووووء تض وووووع اوووووء الض وووووع اي اوووووم ت تةووووو  ي ووووو    ووووومة وووووو ي   لةوووووم الّ ووووو
ن لووووون ت قووووء الإشوووومعاا اللا ووووو يلي ايتةووووم اً ك لوووومً ي وووو  هوووواه الق ووووومع   ووووو  ل ةووووم ي وووو    ووووم  اوووووع  الوووو ة

اووووء  ق ووووي  مالووووك لتقووووم ض ة   ووووء الق ووووض ال ا وووو  ةوووون  م  ةوووون ة  ووووما لوووو  تع ووووم إشوووومعاتام لوووو ف  الم ووووا
مكوووووووالك ت وووووووتا ة الق ووووووومع الةاعم لوووووووي اوووووووء ع وووووووة الة ووووووومعاا ل ة وووووووضمعاا  ما ووووووو ر تيووووووومن ةم وووووووض ال وووووووفو يأ

حوووووم  ال تةووووو  ة ووووومعم ال ووووولمعاا لةوووووم ضمل  وووووضي ت تشووووومع ال الفحوووووم لي لث وووووم   وووووفعهم اوووووء الفحوووووم  الاووووومعهءأ
اوووووء  عا وووووي الق ووووومع ةووووون لهوووووم ت قووووووأ لاحوووووم إ ووووومعر لحوووووم  ال ووووولمعر ي ووووو  ليلوووووع ة وووووماي ةةك ووووويأ الصووووو ض 
حوووووومى ال وووووولمعر لاو ووووووي ةه ووووووة ةكووووووماي محووووووض اووووووء ل عتووووووه ةصووووووضم مًأ ي وووووو ةم و   ووووووأ شوووووو مع حووووووم ء ةوووووون 

لوووووض الأشووووو ي الةصوووووضمك وووووو  ك  هووووواا الشووووو مع ي ووووو  ال ووووو ا الةه وووووة مضصووووومعر لاقلووووويأ مكوووووالك ضمل  وووووضي لهة
الأشوووو ي الووووماع ر إلوووو  ال وووو ا مضملةثووووم  الة   قووووي ةوووون الةصووووضمك ةةووووم ووووو    إلوووو  إ وووومعر ال ع ووووأ لةوووومة ال وووولّمعر

الق  وووووووء الةكوووووووماي ةما  ووووووويً لة ووووووومع ت وووووووم عه تووووووو  ك  لتتهةوووووووض اوووووووء الة وووووووع . مت وووووووت ةم الامصوووووووي  ف وووووووام 
لووووووما الووووووعّا اعااأ ل ق وووووومع الةكما ووووووي اووووووء تصووووووةلة ةعالووووووم الت  ووووووكمضما مي  ووووووما ال ّ وووووومعااأ ماووووووء صوووووو ض هما 

ليأ مليثوووووع ةوووووم  هووووو  تا ة اوووووء تصوووووةلة الصوووووماع   الضمل وووووتمهما لوووووما ا وووووتقضمل اللووووو  الفحوووووم ءأ مكوووووالك ت ووووو
 ء ة مع القالفي الة   قي ل املي ةم  ي.الق ض الةكماي ا

مكالك هام  تا ل  الق   مايتةم  الةا   وووووومن ي    عا ووووووتام اء ل م  ة شوووووو متاة الا   وووووولّي  ه وووووومع مللعا  
 .  م  م ما ون هما (م م  ما 

مه ووومك اليثوع اليثوع ةن الت للقوووما الأاعى مالفما ووو  ل ق مع الةاعم لوووي اء  لووومت وووم ال ووو وثووويأ اةوووم هء هووواه 
 الق مع ؟؟ مةمهء الاصم ص التء  ملتام ةن ةهع  ة   لما يشما لي إل  هاه الأهةلي التء هء لام الآن؟؟

   ت عف ي   هاا ك ه اء هاا الض  .
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

: دراسة القطوع المخروطية دراسة عامةالباب الأول  

 تولدّ القطوع المخروطيّة: ولالفصل الأ

ووووووتة ال صووووومل ي ووووو  الق ووووومع الةاعم لّوووووي  الووووو ا عر الق وووووض الةكوووووماي الق وووووض ال وووووم ص الق وووووض ال ا ووووو ( ه   ووووولمً 
 ةن تقم ض ة تم  ةض   ا ةاعمط  ا ع   م ة  ملااا ت ة  ضم ة الق مع الةاعم لّي.

 عمط ال ا ع  القم ة:اياا   ض   ا الةا

ضة وووووتمد يةوووووم   ي ووووو  ة ووووومع الةاوووووعمط م وووووما   القميووووو ر مت ل وووووم  عل  الةاوووووعمطأ اوووووين الةق وووووض  
 .(Circle)لةثم شكلًا ه   لمً ل ة  ال ا عر 

ضة ووووووووتمد ةووووووووما د لأ وووووووو  ةملّ اتووووووووهأ اووووووووين الةق ووووووووض لةثووووووووم شووووووووكلًا ه   وووووووولّمً ل ووووووووة  الق ووووووووض الةكووووووووماي  
(Parabola). 

ق وووووض لةثوووووم شوووووكلًا ه   ووووولّمً ل وووووة  ةمت ووووووما   ل ووووو  ةملّ اتوووووهأ اوووووين ال ضة وووووتمد  ووووووع ةوووووما د لقمي ت وووووه   
 .(Ellipse)الق ض ال م ص 

ضة ووووووتمد وووووووما   ة وووووومع الةاووووووعمط الوووووو ا ع  القووووووم ة ملق ووووووض ةملّوووووو ون ةوووووون ةملّوووووو اا الةاووووووعمطأ اووووووين  
 الةق ض لةثم

 .(Hyperbola)الق ض ال ا   

 

 1 الشكل
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

ف العام للقطوع المخروطيةالتعريالفصل الثاني:   

,𝑑(𝑃اوووووء الة وووووتم أ  عةووووو  ضوووووملعة  𝑃ة وووووتقلةمً ةوووووم اوووووء الة وووووتم أ اوووووء  ملوووووي  ق وووووي ةوووووم  ∆لووووولكن  إلووووو   (∆

 .∆مةعت ةام القم ة ي    𝑃أ مهء الة ماي للحمً لون ∆مالة تقلة  𝑃الة ماي لون ال ق ي 

لكن  يوووووو  اً ةمهضوووووومً تةمةووووووومً. . ملوووووو∆ت تقوووووووض ي وووووو  الة ووووووتقلة  Fأ م ق ووووووي ∆ل أاووووووا اووووووء الة ووووووتم  ة ووووووتقلةمً 

إلوووو  ض وووو هم يوووون  Fالةكم ووووي ةوووون  قوووومط الة ووووتم  التووووء   ووووضي ض وووو هم يوووون  𝐶  اوووو ف إلوووو   عا ووووي الةهةميووووي

𝑃            أ ل :𝑒ت مم    ∆ ∈ 𝐶         
𝑃𝐹

𝑑 (𝑃,∆)
= 𝑒 

,𝑂) لإهوووووعا  هووووواه ال عا وووووي  ووووو اتمع ة  ةووووومً ة م وووووضمً 
𝑖

→ ,
𝑗

ةما  ووووومً  ∆أ ملكووووومن Fي ووووو   𝑂أ ض وووووو  ت  لووووو (→

𝑥أ مة م لته 𝑂𝑦لة مع التعاتو   = −𝑘  أ  و𝑘 > 0. 

,𝑝(𝑥لتين  𝑦) :ق ي ةم اء الة تم أ ي   ا  

𝑃𝐹 = √𝑥2 + 𝑦2            م𝑑(𝑃, ∆) = |𝑥 + 𝑘| 

 إاا ماق  إاا ت قأ الشعط: 𝐶إل   𝑃 إان ت تةء

√𝑥2 + 𝑦2 = 𝑒|𝑥 + 𝑘| 

 مضملتعبلض  ه :

x2 + 𝑦2 = 𝑒2(𝑥2 + 2𝑥𝑘 + 𝑘2) 
 لم:

(1 − 𝑒2)𝑥2 − 2𝑒2𝑘𝑥 + 𝑦2 − 𝑒2𝑘2 = 0     4) 

 ل و م ه م  ملتون:
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

   اء  ملي𝑒 =  ( ضملشكم:4ي   ا تيت  الة م لي   1
          𝑦2 = 2𝑘(𝑥 +

𝑘

2
) 

−)مهوووووووء ة م لوووووووي الق وووووووض الةكوووووووماي اعمتوووووووه 
𝑘

2
, 𝑥الوووووووا  ة م لتووووووووه  ∆أ م لو وووووووه 𝐹(0,0)مة ع وووووووه  (0 =

−𝑘. 

  اء  ملي𝑒 ≠  ( ضملشكم:4ه م تيت  الة م لي   1

(1 − 𝑒2) (𝑥2 − 2
𝑒2𝑘

1 − 𝑒2
) + 𝑦2 − 𝑒2𝑘2 = 0 

  ه : 𝑥مضملإتةمة إل  ةعبض كمةم ضمل  ضي إل  

(1 − 𝑒2) (𝑥2 − 2
𝑒2𝑘2

1−𝑒2 𝑥 +
𝑒4𝑘2

(1−𝑒2)2) + 𝑦2 = 𝑒2𝑘2 +
𝑒4𝑘2

1−𝑒2  

(1 − 𝑒2) (𝑥2 −
𝑒2𝑘

1 − 𝑒2
)

2

+ 𝑦2 = 𝑒2𝑘2 (1 +
𝑒2

1 − 𝑒2
) 

(1 − 𝑒2) (𝑥 −
𝑒2𝑘

1 − 𝑒2
)

2

+ 𝑦2 =
𝑒2𝑘2

1 − 𝑒2
 

(𝑥−
𝑒2𝑘2

1−𝑒2)
2

𝑒2𝑘2

(1−𝑒2)
2

+
𝑦2

𝑒2𝑘2

1−𝑒2

=              2                    )  

  مه م  ه   ملتون:

  0 ملي < 𝑒 <  مه م  حض: 1

𝑥0 =
𝑒2𝑘

1−𝑒2  م  𝑦0 = 𝑎  م 0 = 𝑒𝑘

1−𝑒2 م𝑏 =
𝑒𝑘

√1−𝑒2
 

( الشكم:2اتأاا الة م لي    

                                (𝑥−𝑥0)2

𝑎2 +
(𝑦−𝑦0)2

𝑏2 = 1                                 



 

 
6 

 

 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

𝑏  لا ووووووووووووو لن  = 𝑎√1 − 𝑒2 < 𝑎  إان هوووووووووووواه ة م لووووووووووووي   ووووووووووووض  ووووووووووووم ص ةعكوووووووووووو ه(𝑥0, 𝑦0) أ ة وووووووووووومعه
2𝑎الة ع ووووووء ة  لووووووأ ي وووووو  ة وووووومع الفماصوووووومأ م وووووومل   ووووووعه اليلوووووووع  =

2𝑒𝑘

1−𝑒2
روع أ م وووووومل   ووووووعه الصوووووو

2𝑏 =
2𝑒𝑘

√1−𝑒2
 أ ال مم :𝐶أ لةّم  ص  الض   الة ع ء  

𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 =
𝑒2𝑘2

(1 − 𝑒2)2
−

𝑒2𝑘2

1 − 𝑒2
 

=
𝑒2𝑘2(1 − 1 + 𝑒2)

(1 − 𝑒2)2
=

𝑒4𝑘2

(1 − 𝑒2)2
= 𝑒2𝑎2 

𝑐 مة وووووووووه = 𝑒𝑎 =
𝑒2𝑘

1−𝑒2
= 𝑥0  2)م  (0,0). لةوووووووووم ة ع وووووووووم الق وووووووووض ااةوووووووووم ي ووووووووو𝑐, . مهووووووووواه تيووووووووومن (0

 ة م لي الق ض ال م ص.

  1 ملي < 𝑒 :مه م  حض 

                     𝑥0 =
𝑒2𝑘

1−𝑒2
𝑦0  م   = 𝑎  م0 =

𝑒𝑘

𝑒2−1
𝑏م    =

𝑒𝑘

√𝑒2−1
 

 ( الشكم:2اتأاا الة م لي  

                       (𝑥−𝑥0)2

𝑎2
−

(𝑦−𝑦0)2

𝑏2
= 1                                   

,𝑥0)متيووووومن هووووواه ة م لوووووي   وووووض  ا ووووو  ةعكووووو ه      𝑦0)  مة ووووومعه الة ع وووووء ة  لوووووأ ي ووووو  ة ووووومع الفماصووووومأ
2𝑎م مل   عه الع ل ء  =

2𝑒𝑘

𝑒2−1
 أ ال مم :𝑐أ لةّم  ص  الض   الة ع ء 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 =
𝑒2𝑘2

(𝑒2 − 1)2
+

𝑒2𝑘2

𝑒2 − 1
 

=
𝑒2𝑘2(1 + 𝑒2 − 1)

(𝑒2 − 1)2
=

𝑒4𝑘2

(𝑒2 − 1)2
= 𝑒2𝑎2 

𝑐مة ه  = 𝑒𝑎 =
𝑒2𝑘

𝑒2−1
= −𝑥0   2−)م  (0,0)أ لةم ة ع م الق ض ااةم ي𝑐, 0). 

 𝐹.1ة م لي   ض  ا   ل   ة ع له ال ق ي مهاه تيمن 

                                                           
 الثالث ثانوي التعليم السوريّةوزارة التربية و التحليلية،الهندسة  1
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 (Parabola)القطع المكافئ التعريف بالباب الثاني: 

 تعريف القطع المكافئالفصل الأول: 

أ  ووووو  ∆ض وووو اً ل وووومم  ض وووو هم يووون ة ووووتقلة  اووووع  𝐹هوووم ةهميووووي  قوووومط الة ووووتم  التوووء تض وووو  يوووون  ق ووووي ةوووم 
    . ∆𝐹ة تقلة ثملا م  ∆
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 عناصر القطع المكافئالفصل الثاني: 
 ة ع  الق ض𝐹. 
  لوم الق ض ∆. 
 اعمر الق ض𝑉  هء ة تص  الة ماي لون الة ع :𝐹    مض𝐹  ين ال لوم∆. 
  ة مع ت م ع الق ض𝑙  هم الة تقلة الةمع ضملة ع :𝐹 ميةم   ي   ال لوم∆ . 
  الة ع ء: كم    ي ة تقلةي تةع ضة ع  الق ض الةكماي ملقض  عامهم ي   الق ض.المتع 
  4م مله ل مم   ∆المتع الة ع ء الأ م ء: هم المتع الة ع ء الا  وما   ال لوم|𝑝|. 
 ق ووووض م مهوووو   ق ووووي ما وووو ر ةشووووتعكي لو ووووه الة ووووتقلة الةةووووم : هووووم ة ووووتقلة ت وووووما   ة وووومع ت ووووم ع ال

 مبون الق ض الةكماي.
  م ة ل ق ض الةكماي: الة تقلة ال ةم   ي   ةةم  الق ض الةكماي اء  ق ي التةم .ال 
  م ل  الق ض𝑃 لم  ∆: مهء الض   لون𝐹  ين الاعمر𝑉  مهم ض   ثملا(𝑃 > 0). 

𝑃𝐹إاا ماقووووووو  إاا ت ققوووووووا الة وووووووممار ت تةوووووووء ل ق وووووووض  𝑃مةووووووون الت وووووووعف  هووووووو  لن ال ق وووووووي  = 𝑃𝑃` 
 .∆ي    𝑃 هء الة ق  القم ة ل  ق ي `𝑃 و  
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 تولد القطع المكافئالفصل الثالث: 

وكان موازياً لأحد مولّداته، فإن المقطع الحاصل يكون  𝑲مخروطاً دورانياً  𝛑إذا قطع مستوي  :نظرية
  قطعاً مكافئاً.

 :اللعهمن

أ التوووووووووء تةووووووووو  Dل أاووووووووا اليوووووووووعر
هةلووووض ةملوووو اا الةاووووعمط ماووووأ 

مكووووووووووووووووالك تةوووووووووووووووو   Sالوووووووووووووووو ا عر 
. 𝐹 ق ووووووووي اووووووووء ال π  الة وووووووتم  
الة ووووووووووووتم  الووووووووووووا   δ فووووووووووووع  

 𝑑. لووووووووولكن 𝑆ل وووووووووم  الةق وووووووووض 
هووووووووووووووووووم الفصووووووووووووووووووم الةشووووووووووووووووووتعك 

 اتوووووووووووووووووووومع   δ ,πل ة ووووووووووووووووووووتم ن 
𝑀 ق وووووووي ت ي ووووووو  الت ووووووووون  ∈

π ∩ K  أ    ووووووووووووع اووووووووووووء ةملوووووووووووو
𝑌أ ملوووووووووولكن 𝑃𝑀الةاووووووووووعمط  ∈ 𝑆 ∩ 𝑃𝑀  ي وووووووووو هم لكوووووووووومن𝑀𝑌 = 𝑀𝐹  ليم اةووووووووووم ةةم ووووووووووون ل يووووووووووعر𝐷 أ

 مةع مةون ةن  ق ي ما  ر.

,𝑀𝑁𝑄. ي   وووووووا لكووووووومن الةث ثووووووومن𝑑يةوووووووم   ي ووووووو   𝑁𝑄أ δيةم لووووووومً ي ووووووو   𝑀𝑁لووووووولكن  𝑀𝑁𝑌  لم ووووووومن 
, NMQةشووووووووتعكأ لو ةووووووووم الوووووووو ام تون  𝑀𝑁 الحوووووووو ض القووووووووم ة NMY ة وووووووومم تمن ل  املووووووووي لووووووووون الة وووووووومع
 مةمل  الةاعمط(.

𝑀𝑌ملاوووووووواا اووووووووين  = 𝑀𝑄  متض وووووووومً لووووووووالك اووووووووينMF = MQ م وووووووواةاةووووووووم كM   ي وووووووو  الةق ووووووووض الةوووووووو عم
حماي إل  الك اين   .𝑑يةم   ي   𝑀𝑄ماى

   .𝑑مال لوم 𝐹مب مً  ي   الك اين الةق ض الةفعم  هم   ض ةكماي ضملة ع  
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 الة م لي الةات لي ل ق ض الةكمايالفصم العاضض: 
ة  لووووووأ  O.  اتوووووومع هة ووووووي إ  اثلووووووي ةت مةوووووو ر ةلوووووو  همFمة ع ووووووه  ∆الق ووووووض الةكووووووماي الووووووا   لو ووووووه  Pلوووووولكن 

 𝐹أ ض وووووو  تيووووومن إ ووووو اثلما 𝑃ة  لوووووأ ي ووووو  ة ووووومع ت وووووم ع  𝑂𝑦مة ووووومع تعاتولاوووووم  𝑃ي ووووو  اعمر الق وووووض 
,0)هء  𝑝). 

𝑃ل أاا  ملي  > 𝑦هء  ∆أ اء هاه ال ملي تيمن ة م لي ال لوم0 = −𝑝. 

,𝑝(𝑥ت تةء ال ق ي  𝑦)  إل  الق ض الةكماي𝑃   ض و𝑃𝐹 = 𝑃𝑃`: أ ل 

√𝑥2 + (𝑦 − 𝑝)2 = √(𝑥 − 𝑥)2 + (𝑦 + 𝑝)2 

 مبتعبلض ال عاون ماتاتصمع  ه :

𝑥2 + (𝑦 − 𝑝)2 = (𝑦 + 𝑝)2 
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑝𝑦 + 𝑝2 = 𝑦2 + 2𝑝𝑦 + 𝑝2 

مي لووووووه   ووووووت تة لن الة م لووووووي القلم وووووولي لق ووووووضد ةكوووووومايد اعمتووووووه اووووووء ةلوووووو ل الإ وووووو اثلماأ مة وووووومع ت ووووووم عه هووووووم 
 ة مع التعاتو أ هء: 

𝑥2 = 4𝑝𝑦 
𝑝لكوووووومن الق ووووووض ةفتم وووووومً ةوووووون الأي وووووو   لم ةوووووون هاووووووي التعاتووووووو  الةمهضووووووي( ي وووووو ةم م  > أ مةفتم وووووومً ةوووووون 0

𝑝الأ فم  لم ةن هاي التعاتو  ال ملضي( ي  ةم  < 0. 

مبووووووو ف  الأ ووووووو م  لةكووووووون إوهوووووووم  الشوووووووكم القلم وووووووء لة م لوووووووي   وووووووض ةكوووووووماي ت  لوووووووأ اعمتوووووووه ي ووووووو  ة ووووووومع 
,𝐹(𝑝ماتلووووووومع الة وووووووع  ي ووووووو  ض 𝑂𝑥الإ ووووووو اثلماأ م   لوووووووأ ة ووووووومعه ي ووووووو  ة ووووووومع الفماصوووووووم  مة م لوووووووي  (0

𝑥 الوووووو لوم = −𝑝 أ مضمتضوووووومع الا ووووووماا ال وووووومضقي   صووووووم ي وووووو  الشووووووكم القلم ووووووء لة م لووووووي الق ووووووض الةكووووووماي
𝑦2        ملكمن ضملشكم: = 4𝑝𝑥 

𝑝ملكوووووومن الق ووووووض ةفتم وووووومً ةوووووون اللةووووووون  لم ةوووووون هاووووووي الفماصووووووم الةمهضووووووي( ي وووووو ةم  > أمةفتم ووووووي ةوووووون  0
𝑝ملضي( ي  ةم الل مع  لم ةن هاي الفماصم ال  < 0.2 

                                                           
 2 الهندسة التحليلية، وزارة التربية والتعليم السوريّة، الثالث ثانوي
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 

 𝑷𝟏 𝑷𝟐 𝑷𝟑 𝑷𝟒 م القطع رق
𝑦2 معادلته = 4𝑝𝑥 𝑦2 = −4𝑝𝑥 𝑥2 = 4𝑝𝑦 𝑥2 = −4𝑝𝑦 
 𝑂𝑥 𝑂𝑥 𝑂𝑦 𝑂𝑦 المحور
 𝑂(0,0) 𝑂(0,0) 𝑂(0,0) 𝑂(0,0) الذروة

الفماصم  هاي جهة التقعر
 الةمهضي

هاي الفماصم 
 ال ملضي

  هاي التعاتو
 الةمهضي

هاي التعاتو  
 ال ملضي

,𝐹(𝑝 المحرق  0) 𝐹(−𝑝, 0) 𝐹(0, 𝑝) 𝐹(0, −𝑝) 
:∆ معادلة الدليل 𝑥 = −𝑝 ∆: 𝑥 = 𝑝 ∆: 𝑦 = −𝑝 ∆: 𝑦 = 𝑝 
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

الة م لي ال مةي لق ض ةكماي ة مع ت م عه وما   ل   ة مع  الضم  الثمل : 
 الإ  اثلّما

 يوازي محور التراتيب تناظره محور المعادلة العامة لقطع مكافئالفصل الأول: 

,𝑉(𝑥0لإوهوووووم  الصووووولري ال مةوووووي لة م لوووووي   وووووض ةكوووووماي اعمتوووووه ال ق وووووي  𝑦0) أ ة ووووومع ت وووووم عه ووووووما   ة ووووومع
اثوء الة ووووووووووووع  هةووووووووووووم: ما ووووووووووووض ي وووووووووووو  ة وووووووووووومع الق ووووووووووووضأ اووووووووووووين إ وووووووووووو  𝐹أ ملأن الة ووووووووووووع   𝑂𝑦التعاتووووووووووووو 

(𝑥0, 𝑦0 + 𝑝)   وووووووووو 𝑝 ≠ 𝑦أ مي   وووووووووا تيووووووووومن ة م لوووووووووي الووووووووو لوم  0 = 𝑦0 − 𝑝  م لا وووووووووو هووووووووواا اوووووووووء
𝑝  ملي  لشكم الةهممعا > 0 ). 

,𝑉)ة م لي الق ض الةكماي اء الهة ي 
𝑖

→ ,
𝑗

𝑥2هء  (→ = 4𝑝 .ًةم لمه  مه  مضقم     

,𝑉)م  متوع ات تقمل ةن الهة ي 
𝑖

→,
𝑗

,𝑂)إل  الهة ي  (→
𝑖

→ ,
𝑗

 هء  (→

              𝑦 = 𝑦0 + 𝑌             م𝑥 = 𝑥0 + 𝑋 

,𝑂)مي له تيمن ة م لي الق ض اء الهة ي 
𝑖

→,
𝑗

 هء: (→

(𝑥 − 𝑥0)2 = 4𝑝(𝑦 − 𝑦0) 
اتيوووووووومن الشووووووووكم القلم ووووووووء لة م لووووووووي الق ووووووووض 

,𝑥0)الةكوووووووووماي الوووووووووا  اعمتوووووووووه ي ووووووووو   𝑦0) أ
 مة مع ت م عه الة تقلة الا  ة م لته 

𝑥 = 𝑥0:أ هء 

(𝑥 − 𝑥0)2 = 4𝑝(𝑦 − 𝑦0). 

𝑝اوووووووياا كوووووووومن  > كوووووووومن الق ووووووووض ةفتم وووووووومً  0
ةوووووووووون الأي وووووووووو   لم ةوووووووووون هاووووووووووي التعاتووووووووووو  

اا كوووووومن  𝑝الةمهضوووووي(أ ماى < كوووووومن الق ووووووض  0
 ةفتم مً ةن الأ فم  لم ةن هاي التعاتو  ال ملضي(.

 5 الشكل
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

𝑦كةم لةكن كتمضي الة م لي ضملشكم  = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ∶ 𝑎 ≠ 0  

𝑥)ل لا ي ملكمن الك ل شع ا − 𝑥0)2 = 4𝑝(𝑦 − 𝑦0)  .صلا ام  ماى
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 ت م عه وما   ة مع الفماصم ة معالة م لي ال مةي لق ض ةكماي الفصم الثم ء: 
ضأ ووووو م  ةةمثوووووم ل  ملوووووي ال ووووومضقي  لوووووعهن لن الصووووولري القلم ووووولي لة م لوووووي الق وووووض الةكوووووماي الوووووا  اعمتوووووه ي ووووو  

(𝑥0, 𝑦0) 
𝑦ت م عه الة تقلة الا  ة م لته مة مع  = 𝑦0:أ هء 

(𝑦 − 𝑦0)2 = 4𝑝(𝑥 − 𝑥0) 
𝑝اوووووياا كووووومن  > اا كووووومن  0 𝑝كووووومن الق وووووض ةفتم ووووومً ةووووون اللةوووووون  لم ةووووون هاوووووي الفماصوووووم الةمهضوووووي( ماى < 0 

 كمن الق ض ةفتم مً ةن الل مع لم ةن هاي الفماصم ال ملضي(.

𝑥كةم لةكن كتملتام ضملشكم  = 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐 ∶ 𝑎 ≠ 0  

  

 جهة التقعر الذروة معادلته رقم القطع
𝑷𝟏 (𝑦 − 𝑦0)2 = 4𝑝(𝑥 − 𝑥0) 𝑉(𝑥0, 𝑦0) لهاي الفماصم الةمهضي 
𝑷𝟐 (𝑦 − 𝑦0)2 = −4𝑝(𝑥 − 𝑥0) 𝑉(𝑥0, 𝑦0) لهاي الفماصم ال ملضي 
𝑷𝟑 (𝑥 − 𝑥0)2 = 4𝑝(𝑦 − 𝑦0) 𝑉(𝑥0, 𝑦0) لهاي التعاتو  الةمهضي 
𝑷𝟒 (𝑥 − 𝑥0)2 = −4𝑝(𝑦 − 𝑦0) 𝑉(𝑥0, 𝑦0) لهاي التعاتو  ال ملضي 

  

 معادلة الدليل المحرق  رقم القطع
𝑷𝟏 𝐹(𝑥0 + 𝑝, 𝑦0) ∆: 𝑥 = 𝑥0 − 𝑝 
𝑷𝟐 𝐹(𝑥0 − 𝑝, 𝑦0) ∆: 𝑥 = 𝑥0 + 𝑝 
𝑷𝟑 𝐹(𝑥0, 𝑦0 + 𝑝) ∆: 𝑦 = 𝑦0 − 𝑝 
𝑷𝟒 𝐹(𝑥0, 𝑦0 − 𝑝) ∆: 𝑦 = 𝑦0 + 𝑝 

   

 (:1مثال )

𝑦2مة م لي  لوم الق ض الةكماي لإوهم  ل عر  = 8𝑥  

 ال م:
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

𝑦2 = 8𝑥 
 م   ة لن الة م لي القلم لي لااا الق ض هء 

 𝑦2 = 4𝑝𝑥  
4p = 8p = 2 

,𝐹(𝑝لةم الل عر          0) = 𝐹(2,0) 

𝑥مة م لي ال لوم = −𝑝x = −2 

 (:2)مثال 

,3√)ة م لي الق ض الةكماي إاا ي ة لن ل عته   لإوهم  مالعل  اء  ق ي الأصم: (0

,F(√3اللووووووووووووو عر ,𝑀(𝑥ملوووووووووووووتين ال ق وووووووووووووي  (0 𝑦)  مال ق وووووووووووووي ةووووووووووووون  قووووووووووووو  ة   وووووووووووووء الق وووووووووووووض الةكوووووووووووووماي أ
𝑄(−√3, 𝑦)  هوووووووء  ق وووووووي تقوووووووم ض ال ةوووووووم  الةع ووووووومة
مةوووووون ت ع وووووو  الق ووووووض 𝐷 إلوووووو  الوووووو لوم  Mةوووووون ال ق ووووووي
 الةكماي:

√(𝑥 − √3)
2

+ (𝑦 − 0)2

= √(𝑥 + √3)
2

+ (𝑦 − 𝑦)2 

 مبتعبلض ال عاون  ه 

(𝑥 − √3)
2

+ 𝑦2 = (𝑥 + √3)
2 

𝑥2 + 2√3𝑥 − 3 + 𝑦2 = 𝑥2 + 2√3𝑥 + 3 
𝑦2 = 4√3𝑥 

 مةن ه م  كمن    لمه  م ة م لي   ض ةكماي ي ةا ل عته

 (:3مثال )

𝑦)ل و م ة م لي الق ض الةكماي   + 1)2 = 4(𝑥 − 2) 

 6 الشكل
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 ل  ون العل  الل عرأ ة م لي الة معأ ة م لي ال لوم

(𝑦 + 1)2 = 4(𝑥 − 2) 
𝑦)مضملةقمع ي ةض الة م لي القلم لي ل ق ض الةكماي  − 𝑘)2 = 4𝑝(𝑥 − ℎ) 

k = −1 , h = 2 
,ℎ)اتيمن ا  اثلما العل   𝑘) = (2, −1) 

4𝑝 = 4 p = 1 
𝐹لةم ا  اثلما الل عر  = (𝑝 + ℎ, 𝑘) = 𝐹(1 + 2, −1) = 𝐹(3, −1) 

𝑦مة م لي الة مع  = 𝑘y = −1 

𝑥ة م لي ال لوم  = −𝑝 + ℎ = −1 + 2 = 1x = 1 
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 دراسة تغيرات تابعالفصل الثالث: 

ليء      الق ض الةكماي م ع ةه   تم  لت  و  ثلاثي ةن  قم ه اق  اكو  ي ة م ل ه لن لروع ة معه اء 
  ق ي ةن ال قمط ملصضا هكاا ةثلًا:

 

 7 الشكل
 ملي ةن الشكم  ت لةكن  عا ي تروعاا هاا الق ض ااا كمن تيمن الة م لي القلم لي ل ق ض الةكماي اء هاه ال

 ة مع ت م عه ةما د لة مع الفماصم(:

𝑎(𝑥 − 𝑥0)2 = 𝑦 − 𝑦0 
  ه  ل ه: 𝑥 اياا   ل م ةوم هاا التمضض ين  ع أ اشتقم ه ضمل  ضي لو

2𝑧(𝑥 − 𝑥0) + 0 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

,𝑥0[مهم ةت او  تةمةمً اء الةهمل لالك ت لةكن لن لقم ةوم التمضض اء  𝑥 لم   ا ة ةض ا  لم  ماء ا   ]∞+
𝑥إ  ى  قم ه  لأنَّ الةوم لكمن ةمه  تةمةمً اء هاا الةهمل(أ م    ة الةوم ي  ةم  = 𝑥0  و  لصضا  
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

,∞−[ةما   لة مع الفماصم(أ لةم اء الةهمل  𝑥0[   ا اء هاالكمن ةت م ص تةمةمً مكالك ت لةكن لن وت او
 مل  لأن الةوم لكمن  مل  تةمةمً اء هاا الةهمل(.الةه

 وأهم خصائصه مماس القطع المكافئ :الضم  العاضض 

 مماس القطع المكافئالفصل الأول: 

لةوووووو  الق ووووووض اووووووء  𝑑 ق ووووووي ةوووووون هوووووواا الق ووووووضأ  قوووووومل لن الة ووووووتقلة  𝑀الق ووووووض الةكوووووومايأ ملووووووتين  Pلوووووولكن 
 أ إاا ت قأ الشع من: 𝑀ال ق ي 

ة ووووومع ت ووووووم ع  ا   ت وووووووم  𝑑الة وووووتقلة .4
 الق ض.

هوووووووووء ال ق وووووووووي الم وووووووووو ر  Mال ق وووووووووي  .2
مالة ووووووتقلة  𝑃لووووووون الق ووووووض  الةشووووووتعكي

𝑑. 
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 خواص مماس القطع المكافئالفصل الثاني: 

 1نتيجة 
مماااال القطاااع المكاااافز منصااام لكزاوياااة المت اااككة  اااين النااااظم المرساااوم مااان نقطاااة 

 والمحرق  التمال والقطعة المستقيمة الواصكة  ين نقطة التمال
 

 𝑑إاا ااتعحووووووووووووووووووو م لن  اللعهووووووووووووووووووومن:
لوووووووول  ة صوووووووو أ  ع ووووووووة ة صوووووووو  

الق وووووووض الق وووووووض  `𝐹𝑃𝑃ل  املوووووووي 
ةت وووووووومملي الض وووووووو   𝑀اووووووووء ال ق ووووووووي 

,𝐹يووووووووون  𝑃`  لأن𝑀  ق وووووووووي ةووووووووون 
 `𝐹𝑃ة وووووووومع الق  ووووووووي الة ووووووووتقلةي 

ةت ووووووووووووووووومم   `𝐹𝑃𝑃لأن الةث ووووووووووووووووو  
FMال م ون مضملتملء  = P`M 
 ∆يةووووووووم اً ي وووووووو   𝑀 ع ووووووووة ةوووووووون 
𝐹𝑀الكوووووووومن  `Mالق  ووووووووه اووووووووء  = 𝑀`𝑀  مهوووووووواا ة ووووووووت وم لأنP`M  متووووووووع اووووووووء الةث وووووووو  القووووووووم ة

𝑀𝑀`𝑃` م 𝑀`𝑀  حووووو ض  م ةوووووي اوووووء الوووووك الةث ووووو  الكووووومن الفوووووع  الوووووا  اعحووووو مه اوووووم يأ مة وووووه
 . `𝐹𝑃𝑃الةةم  ة ص  ل  املي 

ماااااال والقطعاااااة منصااااام الزاوياااااة المت اااااككة  اااااين النااااااظم المرساااااوم ونقطاااااة الت: 1عكااااال النتيجاااااة 
 المستقيمة الواصكة  ين نقطة التمال والمحرق يكون مماساً لكقطع المكافز.

 :لعهمنال

 الكمن الةةم  ة صفمً ل  املي.إاا لة لكن الة ص  ةةم   ع ة الةةم  ل ق ض اء عل  ال املي 

 :2نتيجة 

 مال لكقطع.محور أي قطعة مستقيمة أحد طرفيها محرق القطع والثانية نقطة من الدليل هو م 

 9 الشكل



 

 
20 

 

 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 :3نتيجة 

.لا يوجد لكقطع المكافز مماسان متوازيان  

 :لعهمنال

ةةوووووووم  ل ق وووووووض  𝑑 فوووووووع  لن 
ةعت ووووووووووووووووة  `𝑀أ ملن 𝑀اووووووووووووووووء 

𝑀   الكوووووووووووووووووووووومن  ∆ي وووووووووووووووووووووو𝑑 
أ م فوووووووووووووووع  [𝑀`𝐹]ة ووووووووووووووومع 

ةةوووووووووووم  ل ق وووووووووووض اوووووووووووء  `𝑑لن 
𝑃أ م𝑃`  ةعت وووووووووة𝑃   ي ووووووووو∆ 

 [𝑃`𝐹]ة وووووووووووووومع  `𝑑الكووووووووووووومن 
اا كووووووووووووووووووووومن  اوووووووووووووووووووووين  `𝑑//𝑑ماى
𝑀`𝐹//𝑃`𝐹 لأن 

ال ةوووووووووم ون ي وووووووووو  ة ووووووووووتقلةون 
 ةتوووووووما  ون ةتما  وووووووومنأ مة وووووووه ة ووووووووتقلةمن ةتما  ووووووومن لشووووووووتعكمن ل ق وووووووي ما وووووووو رأ إااً هةوووووووم ة  ضقوووووووومنأ مالوووووووو ق 

𝑃`, 𝐹, 𝑀`   ي وووووووو  ا ووووووووتقمةي ما وووووووو رأ ل𝐹 ∈ ةتما  ووووووووومن  مهوووووووواا  ووووووووووع ةةكوووووووونأ إااً ت ومهوووووووو  ةةم وووووووومن ∆
 ل ق ض الةكماي.
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 :4نتيجة 

يكاااااون  (𝑨𝑩𝑪)فاااااث مثكااااا  أرخميااااادل  (𝑪)المماساااااين المساااااتقيم المتوسااااام المرساااااوم مااااان تقااااااطع 
  عمودي عكى الدليل.

 : اللعهمن

`𝐹𝐴 صووووووووووووم  = 𝐹𝐵`  اتيوووووووووووومن𝐶 
ل   `FB ق ووووووووووووووووووي ةوووووووووووووووووون ة وووووووووووووووووومع

𝐶𝐹 = 𝐶𝐵`  مهوووووووووووء  ق وووووووووووي ةووووووووووون
𝐶𝐹ل   `𝐹𝐴ة وووووووووووووووووووووووووووومع  = 𝐶𝐴` 

 ق ووووي ةوووون ة وووومع الق  ووووي  𝐶مة ووووه 
 (4  [`𝐴`𝐵]الة تقلةي 

𝐴𝐴`//𝑄𝑄`//𝐵𝐵`  لأ اووووووووووووووووووووووووووووووووووووووم
تقلة ما ووووووووووووو أ ليةووووووووووووو ر ي ووووووووووووو  ة ووووووووووووو

م  ووووووووووووو    ع وووووووووووووي تووووووووووووومل  لاووووووووووووواه 
,𝐴𝐵الة تقلةما الةتما  ي مالقم  من  𝐴`𝐵 :   ه  لنَّ

1 =
𝐴𝑄`

𝑄`𝐵
=

𝐴`𝑄

𝑄𝐵`
𝑄`𝐵 = 𝐴𝑄` 

 [`𝐴`𝐵]محووووووور القطعووووووة المسووووووتقيمة  𝐴𝐵 لةوووووع ةوووووون ة تصووووو   [`𝐴`𝐵] ة ووووومع الق  وووووي الة ووووووتقلةي 

 𝐴𝐵𝐶 (2)هو متوسط في المثلث 

  𝐶( نجد أن المتوسط المرسوم من 2( و)1من )
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

:5نتيجة   

ياااوازي القطعاااة  𝑴مااان نقطاااة تقااااطع متوسااام أرخميااادل العماااودي عكاااى الااادليل ماااع القطاااع  𝒅المماااال 
المساااتقيمة الواصاااكة  اااين 

   .[𝑨𝑩] نقطتث التمال

 :اللعهمن

 ع ووووووووة ةث ثووووووووء لعاةووووووووو   
MNB , ALM   ووووووووووووووووووووو  

  ع ووووووووووووووي توووووووووووووومل   ووووووووووووووو  
QQ`//NN`//BB` 

 4) 

𝑀𝑁`  ةتم وووووووووووووووووووو  اووووووووووووووووووووء
 (𝑀𝑁𝐵  2الةث   

(  هوووووووووووو : 2( م  4ةوووووووووووون  
𝐶𝑁

𝑁𝐵
= 1  

𝐶𝐿ا ه  𝐴𝐿𝑀مكالك ضمل  ضي ل ةث   

𝐿𝐴
=

𝐶𝑁

𝑁𝐵
=   𝐴𝐵//𝑑م      ع ي تمل   1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 12 الشكل



 

 
23 

 

 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 :6نتيجة  

أي نقطااااة نظياااارة المحاااارق 
بالنساااااااابة لممااااااااال مااااااااا 

  ث لكدليل.لكقطع تنتم

 الإثضما:

 ع ووووووووة يةووووووووم  ةوووووووون  ق ووووووووي 
التةوووووووووووووم  ي وووووووووووووو  الوووووووووووووو لوم 

أ  صووووووووووم Nالق  ووووووووووه اووووووووووء 
𝑁𝐹   الكوووووووووووووووووومن الةةووووووووووووووووووم

ة ووووووووووووووومع هووووووووووووووواه الق  وووووووووووووووي 
 مضملتملء:

  N  وووووووووووووعر  F   ضمل  ووووووووووووضي
 ف ووووووووووووام  ` 𝐹ل ةةووووووووووووم  

𝑁  𝐹` .ت تةء ل  لوم 

 

 

 :7نتيجة 

  الذي يكون نظيراً لكدليل بالنسبة لممال ما.إلى المستقيم المحرق ينتمث 

 الُإثضما:

  وووووووعر الة ووووووع  ضمل  ووووووضي  `𝐹  وووووووع الوووووو لوم ضمل  ووووووضي ل ةةووووووم  هووووووم   ووووووم ع هةلووووووض  قوووووومط الوووووو لوم مضةووووووم لن 
 . 𝐹مهء  ف ام  `∆ت تةء ل `𝐹ل ةم  ت تةء ل  لوم ااء ت تةء ل  لوم اين   وعر 
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 

 :8نتيجة 

يةةةةم الييةةةةدو  اليطةةةةت ت  نقطةةةةة التيةةةةدو  نقطةةةةة تقدطعةةةة  يةةةة  الةةةةتليل تةةةة   يةةةةم  القطعةةةةة اليمةةةةتقيية

  اليط ق ضيم زا ية قدئية.

 

 الإثبات:

  𝑀𝑁 , 1 = 2 , 𝑁𝑁` =

𝐹𝑁   ضوووووووولع مشووووووووتر  المثلثووووووووان

𝑀𝑁𝑁`, 𝑀𝑁𝐹  متطابقوووووووووووووووووووووان 

F  .قائمة 

 

 

 

 

 :9نتيجة 

المماااااال لكقطاااااع المكاااااافز فاااااث ذروتاااااه يااااااوازي 
   الدليل.

 :اللعهمن

ااووووم  𝐹𝑁ل  هووووم ة وووومع 𝑑ضةووووم لن الةةووووم  
 .𝑂يةم   ي له اء 

 N ة وووووووومع الق ووووووووض( اوووووووووء  𝐹𝑁يةووووووووم   ي وووووووو  ∆
مال ةوووووووم ان ي ووووووو  ة وووووووتقلة ما ووووووو  ةتما  ووووووومن مة وووووووه 

𝑑//∆. 
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 :11نتيجة 

 ل  في ذ  ت  هي اليمقط القدئم لليط ق على ذلك الييدو.نقطة تقدط  ييدو للقط  اليكدفئ ي  ييدو 

 :اللعهمن

𝑑  محوووووووور القطعوووووووة المسوووووووتقيمة

[𝐹𝑁] 

d`  فوووووي المثلوووووث𝐹𝑀𝑁  يووووووازي

ويموووووووووور موووووووووون  𝑀𝑁القاعوووووووووودة 

، إذاً هوووو يمووور مووون 𝐹𝑀منتصوووف 

 .𝐹𝑁منتصف 

هووووي  𝑑مووووع  `dإذاً نقطووووة تقوووواطع 

 𝐹𝑁فيكوووووووووووون  𝐹𝑁منتصوووووووووووف 

 في تل  النقطة. 𝑑عمود على 

 

 :11نتيجة 

علةةةى يطةةة    𝑴)اليمةةةقط القةةةدئم للنقطةةةة  `𝑴هةةةي نةيةةة    𝐍الييةةةدو يقطةةة  يطةةة   القطةةة  فةةةي نقطةةةة 

  .𝑽القط (  دلنم ة للذ    

 الإثبات:

 𝑴ثوووووم نرسوووووم نوووووا م  𝐹𝑀نصووووول 

ثووووم نصوووول  𝑄فيقطعووووه فوووي  ∆علوووى 

𝑁𝑄. 

1 = 3 خلي بالتبوووووووووادل الووووووووودا

(1.) 

1 = 2  منصووووووووووف داخلووووووووووي

(2.) 

2 ( نجوووووووووود:2( و )1موووووووووون ) =

3  ومنوووه𝐹𝑀𝑁  مثلوووث متسووواوي

 FMالساقين  = FN (3) 

(4)    MQ = FM 

 16 الشكل

 17 الشكل
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 ( نجد:4( و )3من )

𝐹𝑁 = 𝑀𝑄  

𝐹𝑁ولدينا  = 𝑀`𝐺    𝑀𝑄 = 𝑀`𝐺  

𝐺𝑁وبما أن  = 𝑀`𝐹  VG = FV 

𝑀`𝑉ومنه  = 𝑁𝑉  وبالتالي𝑁  هي ن يرة𝑀`  بالنسبة للذروةV. 

 

 :12نتيجة 

𝑨  يمةةةقط نقطةةةة التيةةةدو𝑴     علةةةى يطةةة   القطةةة𝑩 طةةة       ةةة   نقطةةةة تقةةةدط  الييةةةدو يةةة  الي

[𝑪𝑨]ثمّ أث ت أم  [𝑩𝑪]ينتصف  𝑭  أث ت أم 𝐂يقط  اليط   في  𝑴أمّ النَّدةم في  = 𝟐𝒑.  

 الإثبات:

بموووووووا أن العموووووووودين علوووووووى 

 مستقيم واحد متوازيان 

, `𝑀𝐶//𝐹𝑀إذاً  𝐴𝑀/

/𝐺𝑀`  

 𝐴𝑀𝐶 = 𝐺𝑀`𝐹 

)أضووولاعهما متوازيوووة مثنوووى 

 (1)مثنى( 

وبمووووووووووا أن البعوووووووووود بووووووووووين 

 مستقيمين متوازيين ثابت

 (2)  𝐴𝑀 = 𝐺𝑀 

( نجوووووووود أن 2( و )1مووووووون )

المثلثووووووووووووووووين القووووووووووووووووائمين 

𝐴𝐶𝑀 , 𝐺𝐹𝑀` 

𝐶𝐴متطابقان ومن التطابق  = 𝐹𝐺 

𝐶𝐴ومنووووووه  = 2𝑝  فوووووو ن،𝐹𝐶 = 2𝑝 + 𝐹𝐴 ومنووووووه 𝐹  FB = 2p + GB  منتصووووووف[𝐶𝐵]  موووووون"

  "11النتيجة 
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 :11نتيجة 

تعاماااد مماساااان لكقطاااع المكاااافز فهماااا يتقاطعاااان  نقطاااة مااان دليكاااه وت اااون نقطتاااا التماااال ومحااارق إذا 
القطاااااع تنتماااااث إلاااااى مساااااتقيم 

  واحد.

 :اللعهمن

ت تةوووووء ل ووووو لومأ  𝑀إاا لوووووة تيووووون 
,𝑀𝐹 صوووووووووووووووووووووووووووووووووم  𝑀𝐵`, 𝑀𝐴` 

 الكمن 

1 = 2  لأن الةث ثوووووووووووووووووووووووووون
𝐶𝑀𝐹, 𝐶𝑀𝐵` ةت مضقمن 

3 = 4  لأن الةث ثووووووووووووووووووووووووون
𝑁𝑀𝐴`, 𝐹𝑁𝑀 ةت مضقمن 

2 + 3 = 4مكالك ˚90 + 1 = 90˚  

1مة ه  + 2 + 3 + 4 =  ي   ا تقمةي ما  ر  𝐴𝐹𝐵ل ف  ال ع قي  ه  لن  ˚180

 :14النتيجة 

 من كل نقطة من الدليل يمكن رسم مماسين لكقطع وهما متعامدان.

 لعهمن:ال

,𝐶𝑀𝐹الةث ثوووووووووووومن  𝐶𝑀𝐵`  لووووووووووووالك اووووووووووووين ةت مضقوووووووووووومنأ1 = 2 كووووووووووووالك الةث ثوووووووووووومن أ𝑁𝑀𝐴`, 𝐹𝑁𝑀 
 ةت مضقمن

3مة ه  = 4 ملين أ1 + 2 + 3 + 4 = 180˚ 

2(2  مضملت مل  ضمل لا ما ال مضقي + 3) = 180 
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

2مة ه  + 3 = 90˚ 

 

 إنشاء القطع المكافئالفصل الثالث: 

 ه مك  ع قتون لإ شم  الق ض الةكماي

 الطريقة الأولى:

م  ووووووت لض ت ووووووو  الإ شووووووم  ضووووووملا مط  ∆مالوووووو لوم  𝐹التوووووو اً  ةوووووون ت  ووووووو  الة ووووووع   𝑃لع ووووووة الق ووووووض الةكووووووماي 
 التمللي:

  𝐷الق  ه اء  ∆يةم اً ي    𝐹 ع ة ةن  .4
𝑂أ اتيووووووووومن 𝑂لوووووووووتين ال ق وووووووووي م  [𝐹𝐷]  ووووووووو   ة تصووووووووو  الق  وووووووووي الة وووووووووتقلةي  .2 ∈ 𝑃  مهوووووووووء اعمر

 الق ض.
ل  صووووووومل ي ووووووو  ضووووووووم ء  قووووووومط الق وووووووضأ  قوووووووومة لي شوووووووم  الة وووووووتقلةما التووووووووء ت قوووووووأ الشوووووووعط الآتووووووووء  .3

∆1, ∆2, ∆3 … . ⊥ [𝐹𝐷]. 
,𝐹)  وووووون  ق توووووء تقوووووم ض كوووووم ةووووون الة وووووتقلةما ةوووووض الووووو ا عر  .1 𝐷𝐻)  أ  وووووو𝐻  هوووووء ال ق وووووي التوووووء

,1∆ل مة  اوام الة تقلة  ∆2, ∆3  .(𝐷𝐹] ص  الة تقلة  .…
,𝑀      قمط التقم ض اوتشكم ل و م  ق تمن  .5 𝑀`   م ه 

𝑀𝐹 = 𝑀`𝐹  مل و م𝑀 ∈ PMN = MF = RMN = DH = R 
ي وووووو   صوووووو  الة ووووووتقلة  Hمبوووووو ف  ال ع قووووووي   ووووووت تة ضووووووم ء  قوووووومط الق ووووووض مالووووووك لت قوووووووم ةمحووووووض 

[𝐷𝐹).3 
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 
 الطريقة الثانية

م وووووول  الق ووووووض  قوووووومة  𝑝ة ع ووووووهأ م 𝐹 لوووووووم هوووووواا الق ووووووضأ م ∆ أ𝑃لإ شووووووم   قوووووو  ةوووووون   ووووووض ةكووووووماي
 ضملا ماا التمللي:

 ع وووووووووووة  ا وووووووووووعر ةعك هوووووووووووم  .4
م صووووووووووووو   𝐹الة وووووووووووووع  
ت ي ووووووووووووووووو   𝑅  عهوووووووووووووووووم 
 الت وون.

وووووما    𝑑1 ع ووووة ة ووووتقلة .2
 لووووم الق ووووض م ض ووو  ي ووووه 

اوووووووء  𝑅ة وووووووماي ت ووووووومم  
 صوووووو  الة ووووووتم  الووووووا  

 .𝐹  ل م 
  ووووووووووون  ق تووووووووووء تقووووووووووم ض  .3

,𝑀1الة تقلةون مال ا عر ملتين  𝑀2 . 
,𝑀1  ون ةعت ةما كم ةن  .1 𝑀2  ي   ال لوم ملتين𝑁1, 𝑁2. 
5. 𝑀1𝑁1 = 𝑀2𝑁2 = 𝑅  م  ∆لأن الض ووووووووووووو  لوووووووووووووون الة وووووووووووووتقلة𝑑1  ل ووووووووووووومم   صووووووووووووو    ووووووووووووووع

 .𝑅ال ا عر
,𝑀1  وووووووووووت تة لن ال ق توووووووووووون  .6 𝑀2 ن ةووووووووووون الق وووووووووووض لأن  ق توووووووووووم𝑀1𝐹 = 𝑀2𝐹 = 𝑁1𝑀! =

𝑁2𝑀2. 
 كووووعع الا ووووماا ال وووومضقي ةوووون لهووووم  ا ووووعر ه ووووو ر ماووووء كووووم ةووووعر   صووووم ي وووو   ق تووووون ت تةلوووومن 

 4إل  هاا الق ض.
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 لضم  العاضض: لهة الاماص ال   لي ل ق ض الةكمايا
 الامصي الأمل :

 `𝑃 ووووو  ال ق ووووي  `𝐹𝑃عر يوووون ة وووومع الق  ووووي الة ووووتقلةي هووووم يضووووم 𝑝ةةووووم  الق ووووض الةكووووماي اووووء ال ق ووووي 
 .𝑑ي    𝑃ةعت ة 

 :اللعهمن

 ووووووو تضض اوووووووء هووووووواا اللعهووووووومن  ع قوووووووي 
 قووووووووووووو  الفوووووووووووووع أ مالوووووووووووووك ضوووووووووووووأن 
 فتووووووووووووووووع  لن ة وووووووووووووووومع الق  ووووووووووووووووي 

 `𝐹𝑃الة تقلةي

لشووووووتعك ةووووووض الق ووووووض ل ق ووووووي لاووووووعى 
 𝑅 عةوووووووو  لاووووووووم لووووووووو 𝑃 وووووووووع ال ق ووووووووي

(أ كةوووووووووووم اوووووووووووء الشوووووووووووكم الةهوووووووووووممع 
𝐹𝑅ي  هم  تيمن  = 𝑅𝑃` 

تقوووووووض ي ووووووو  ة ووووووومع  𝑅لأنَّ ال ق وووووووي
 .`𝐹𝑃 الق  ي الة تقلةي

𝑃مضملتووووووملء إاا كم ووووووا  ≠ 𝑅 ا   صووووووم ي وووووو  ةث وووووو   ووووووم ة ال املووووووي𝑅𝑃`𝑅`   الووووووه الحوووووو ض القم ةووووووي ت وووووومم
 5المتعأ إنَّ الت م   الا   ص  م ي له لوّن ل م لن الفع  ام يأ م لعهن هاه الامصي.

 الامصي الثم لي:
 ةلًا اء هاي ما  ر ضمل  ضي لأ  ةةم  له.الق ض الةكماي لقض كم
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 :لثيثمالامصي ال
MPFهوووووم الة وووووع أ ااووووواا وووووو    لن 𝐹هوووووم ة ووووومع الق وووووض الةكوووووماي م 𝑙لووووولكن  = MPP`   كةوووووم اوووووء

 .(الشكم ال ملأ

 اللعهمن:

𝐹𝑃  ووووووووو  اوووووووووماص الق وووووووووض الةكوووووووووماي لووووووووو و م  = 𝑃𝑃`   املةث وووووووووFPP`  ةت ووووووووومم  ال وووووووووم ونأ مالة وووووووووتقلة
 `MPP م MPFالماصوووووووم لوووووووون عل  الةث ووووووو  مة تصووووووو  القميووووووو ر هوووووووم ة صووووووو  للحووووووومًأ امل ام تووووووومن 

 ةت مم تمن.

 الامصي العاض ي:

ض ةةوووووم  الق وووووض الةكوووووماي لشوووووكلان  ام توووووون ةت ووووومم تون ةووووو 𝐹𝐴 م 𝑃𝐴اوووووين الة وووووتقلةون  𝑃𝐴//𝑙إاا كووووومن 
 الإ قمط ت مم   املي ات  كم  ةن ةع ر الق ض الةكماي(.  املي  𝐴اء ال ق ي

 اللعهمن:

 ض ل  التقملم ضملعل   ه :

1 = 5 , 2 = 6 
 A`Fهم ة مع  𝐴ةةم  الق ض اء 

𝐴`𝑀مة ووووووه  = 𝑀𝐹  مالةةووووووم  هووووووم ة صوووووو  اووووووء
 هاا الةث  

3 = 53 = 1 
 𝐵`𝐹هم ة مع  𝐵مكالك ةةم  الق ض اء 

𝑃`𝑁مة ووووووه  = 𝑁𝐹 هووووووم ة صوووووو  هوووووواا املةةووووووم  
 الةث  

4 = 64 = 2 
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3مة ه  كمن    لثلت م لن  = 1  م4 = 2  بااا  كمن    لتةو م اللعهمن.م 

 الامصي الامة ي:
 ةن كم  ق ي ةن  لوم الق ض الةكماي  عى الق ض الةكماي ل املي  م ةي.
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 الةكماي اء  لمت م الومةلّي الق ضت للقما 
 وووو ت ع  إلوووو  لهةلووووي الق ووووض الةكووووماي اووووء  لمت ووووم ض وووو  ت عا ووووم ي وووو  الق ووووض الةكووووماي م ع وووو م لهووووة اماصووووهأ ا

الومةلّوووووي مةوووووم لوووووه ةووووون  مع كلووووووع اوووووء اتاتعايوووووما ال  ةلّوووووي ال  وثووووويأ  وووووو  لصوووووضا ة ووووومعاً اوووووء ال  وووووو  ةووووون 
ال عا ووووووماأ مضووووووما ة وووووومع اهتةوووووومة الفو  ووووووم وون مالف يوووووووون مي ةووووووم  الفحووووووم  مالع محوووووولما مة وووووومعم الأهاوووووو ر 

 م وعهم....... مالأ   ي اتليتعم لّي

 :الق ض الةكماي اءةلا  ي ةكن لم 

 إن  عا ووووووي الق ووووووض الةكووووووماي تةكوووووون ة وووووومعم الأ وووووو  ي ال عبلوووووويالأ وووووو  ي ال عبلووووووي: ت ووووووم ع ةهوووووومل  -
قوووووومة ال ء ت  ووووووو  ةم ووووووض الةوووووو اض مةم ووووووض ال وووووو مالكفووووووة وووووومع  عكووووووي القالفوووووويأ    ووووووو تمالقوووووواا   ةوووووون 

 ةن لهم ل مغ الا ف ل  ي كلوعر. ي للإ لا الة اض  للمً لت  و  ال املي الة م ض
 .الةت اأ ةن إ  ى  مااوع الةلمه الال الةم ةن  -
ةصوووووضمكأ اي تمحوووووض اوووووء ل عتوووووه محوووووم  ال ووووولمعرأ اووووووتة صووووو ميته ي ووووو  شوووووكم ةه وووووة ةكوووووصووووو ميي  -

أ م تهووووه لاقلوووومً  ك  اللوووو عر( ووووو  ك  ي وووو   وووو ا الةه ووووةمي وووو ةم و   ووووأ شوووو مع حووووم ء ةوووون الةصووووضم
  مبووووووالك و وووووومع ال ع ووووووأ لةوووووومة ال وووووولمعر ي وووووو  ض وووووو  لةتوووووومع  من تل ووووووو  مكووووووالك تف ووووووم هةلووووووض الأشوووووو ي

 ل  م ي.
أ متيوووومن هوووواه ال ق ووووي هووووء لوووو عر ما وووو ر لتتهةووووض اووووء  ق وووويالأةووووما  التووووء تووووأتء ةوووون الاوووومع  التقوووومط  -

أ تتهووووه ت ووووك الأةووووما  لم الأشوووو ي   ووووض ةكوووومايأ ا  وووو ةم تووووأتء الأشوووو ي متوووو  ك  ي وووو   وووو ا اله ووووة
أ م شوووومه  هوووواه ال ملووووي اووووء الاما لووووما الةق ووووعر لاوووواه ال ع قووووي  تووووم   م وووويإم اللوووو عر  مهكوووواا لةكوووون   وووو

 .6ماء ةعالم الت  كم  ي الفحم لّيالتء وُ تق  ةن الالام الق ماا الت ف  م لّ 
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 القطع المكافئ... خصائصه وتطبيقاته

 نتائج البحث

مهووووو  م لن الق ووووومع الةاعم لوووووي هوووووء ةهةميوووووي  قووووومط ض ووووو هم يووووون  ق وووووي ة و وووووي ي ووووو  ض ووووو هم يووووون ة وووووتقلة 
 ة ون هء   ضي ثملتيأ مهء ثلا  ل ماع  الةكماي ال م ص مال ا  (.

الق وووووض الةكوووووماي هوووووم يضووووومعر يووووون ةهةميوووووي  قووووومطأ ض ووووو  هووووواه ال قووووومط يووووون  ق وووووي ثملتوووووي ل ووووومم  ض ووووو هم يووووون 
 ا.ة تقلة ثمل

 ت ة  هاه ال ق ي ل عر الق ض الةكماي لةم الة تقلة ال ة   لوم الق ض.

 ه مك اماص ي و ر لةةم  الق ض لأ   ق ي ةن  قم ه م م ة هاا الةةم أ ملهةام:

ة صوووووو  ال املووووووي الةتشووووووك ي لووووووون ال ووووووم ة الةع وووووومة م ق ووووووي التةووووووم  مالق  ووووووي الة ووووووتقلةي الماصوووووو ي  -
 ل ق ض الةكماي. لون  ق ي التةم  مالة ع  لكمن ةةم مً 

 ت ومه  ل ق ض الةكماي ةةم من ةتما  من. -
ة وووووتقلة الةتم وووووو  الةع وووووومة ةووووون تقووووووم ض الةةم ووووووون اوووووء ةث وووووو  لعاةووووووو   لكووووومن يةووووووم   ي وووووو  ال -

 ال لوم.
  ق ي   وعر الة ع  ضمل  ضي لةةم  ةم ل ق ض ت تةء ل  لوم. ل   -
 ةم  ةم. الة ع  و تةء إل  الة تقلة الا  لكمن   وعاً ل  لوم ضمل  ضي لة -
لق  وووووي الة وووووتقلةي ةووووون الةةوووووم  مالة ووووو م  ل ق وووووي التةوووووم  م ق وووووي تقم  وووووه ةوووووض الووووو لوم توووووعى ةووووون  -

 الة ع  حةن  املي  م ةي. 
لق  وووووي الة وووووتقلةي ةووووون الةةوووووم  مالة ووووو م  ل ق وووووي التةوووووم  م ق وووووي تقم  وووووه ةوووووض الووووو لوم توووووعى ةووووون  -

 الة ع  حةن  املي  م ةي. 
 م.الةةم  ل ق ض الةكماي اء اعمته وما   ال لو -
 ق وووي تقووووم ض ةةوووم  ل ق ووووض الةكووووماي ةوووض ةةووووم  لوووه اووووء اعمتووووه هوووء الة ووووق  القوووم ة ل ة ووووع  ي وووو   -

 الك الةةم .
 ةن كم  ق ي ةن ال لوم لةكن ع ة ةةم ون ل ق ض مهةم ةت مة ان. -
 ةن كم  ق ي ةن  لوم الق ض الةكماي  عى الق ض الةكماي ل املي  م ةي. -
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 الةصم ع مالةعاهض
 لت  و لووووويأ ل صووووو  الثوووووم ء ثوووووم م أ الهةامع وووووي ال عبلوووووي ال ووووومع يأ ض ووووو  كتوووووم  ع محووووولما الا   وووووي ا

 الق مع الةاعم لّي.

 .كتم  ع محلما الا   يأ  لوم ال مل أ الص  الثمل  ثم م أ الةعك  الم  ء ل ةتةو  ن 

 .كتم  الع محلما الهلع لة ام  الثم ء ثم م أ الةعك  الم  ء ل ةتةو  ن 

 الهةامع ي ال عبلي ال معّ ي. كتم  الا   ي الص  الثم ء ثم م أ 

 :الةم ض الإليتعم ء www.4shared.com . 

 Thomas’ Calculus 
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 ااع  الأشكمل التمحل لي

 رقم الصفحة ال كل رقم الصفحة ال كل

 23 13ال كل  3 1ال كل 

 24 14ال كل  7 2ال كل 

 24 11ال كل  9 3ال كل 

 21 11ال كل  11 4ال كل 

 21 17ال كل  12  1ال كل 

 21 11ال كل  11 1كل ال 

 27 19ال كل  17 7ال كل 

 21 22ال كل  11 1ال كل 

 29 21ال كل  19 9ال كل 

 32 22ال كل  22 12ال كل 

 31 23ال كل  21 11ال كل 

   22 12ال كل 
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