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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم

. 1 ..تعرȄف

......

ǽقال المنطقة، هذه من ما نقطة (a, b) ولتȞن R ما منطقة في ومستمرة معرفة دالة f(x, y) لتȞن
ȋالنقا جمǽع أجل من f(x, y) 6 f(a, b) Ȟان إذا (a, b) النقطة في محلǽة Ȑقصو قǽمة f للدالة أن

Ȟما محلǽة، عظمى Ȑقصو قǽمة f(a, b) القǽمة عندها وتسمى ،(a, b) النقطة جوار في (x, y)
جمǽع أجل من f(x, y) > f(a, b) Ȟان إذا (a, b) النقطة في محلǽة Ȑقصو قǽمة f للدالة أن ǽقال
محلǽة. Ȑصغر Ȑقصو قǽمة f(a, b) القǽمة عندها وتسمى ،(a, b) النقطة جوار في (x, y) ȋالنقا
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. 1 ..ملاحظة

......
قǽمة f للدالة Ȟǽون عندها R من (x, y) ȋالنقا Ȟل أجل من صحǽحة الساǼقة المتراجحة Ȟانت إذا

. (a, b) النقطة في مطلقة (Ȑصغر أو (عظمى Ȑقصو

. 1 ..نظرȄة

......

مشتقاتها وȞانت (a, b) ما نقطة في محلǽة عظمى) أو Ȑصغر) Ȑقصو قǽمة f للدالة Ȟان إذا
فإن: عندئذ موجودة الجزئǽة

f′x(a, b) = 0 & f′y(a, b) = 0

الحرجة. Ǽالنقطة الحالة هذه في (a, b) النقطة وتدعى
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. 1 ..مثال

......
للدالة Ȑالقصو القǽم أوجد

f(x, y) = x2 + y2 − 2x − 6y + 14

الحل:
fx(x, y) = 2x − 2 = 0 fy(x, y) = 2y − 6 = 0 ⇒ (1, 3) ⇒ f(1, 3) = 4

f(x, y) = 4 + (x − 1)2 + (y − 3)2 ⇒ f(x, y) > 4 ; ∀(x, y)

Ȟل أجل من وذلك f(x, y) > f(1, 3) أن وǼما محلǽة Ȑصغر Ȑقصو قǽمة f(1, 3) = 4 ومنه
مطلقة. Ȑصغر Ȑقصو قǽمة فإنها ،(x, y)
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. 2 ..مثال

......
للدالة Ȑالقصو القǽم أوجد

f(x, y) = y2 − x2

الحل:
fx(x, y) = −2x = 0 fy(x, y) = 2y = 0 ⇒ (0, 0) حرجة نقطة

x = 0 ⇒ f(x, y) = y2 > 0 y = 0 ⇒ f(x, y) = −x2 < 0
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. 2 ..نظرȄة

......

الثانǽة المرتǼة من المشتقات اختǼار
مرȞزه ȑالذ القرص على ومستمرة موجودة f للدالة الثانǽة المرتǼة من الجزئǽة المشتقات أن Ǽفرض

ولȞǽن: fy(x, y) = و0 fx(x, y) = 0 أن ولنفرض (a, b)
D = D(a, b) = fxx(a, b)fyy(a, b)− (fxy(a, b))2

.Ȑصغر محلǽة Ȑقصو قǽمة f(a, b) فإن ،fxx(a, b) > و0 D > 0 Ȟان إذا ..

عظمى. محلǽة Ȑقصو قǽمة f(a, b) فإن ،fxx(a, b) < و0 D > 0 Ȟان إذا ..
نقطة (a, b) الحالة هذه في وتȞون ،Ȑقصو قǽمة لǽست f(a, b) فإن ، D < 0 Ȟان إذا ..

سرجǽة.
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. 3 ..مثال

......
من 12m2 إلى لصناعته نحتاج غطاء، بدون مستطǽلات ȑمتواز شȞل على صندوق لدینا لȞǽن

ǽمȞن. ما أعظم ȑحوǽ حتى الصندوق هذا أǼعاد أوجد الȞرتون،

الحل:
V = xyz

S = 2xz + 2yz + xy = 12 ⇒ z = 12 − xy
2(x + y)

V =
12xy − x2y2

2(x + y) = f(x, y)
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V′
x =

y2(12 − 2xy − x2)

2(x + y) , V′
y =

x2(12 − 2xy − y2)

2(x + y)2

{
V′

x = 0
V′

y = 0 ⇒
{

y2(12 − 2xy − x2) = 0
x2(12 − 2xy − y2) = 0

.. x = y = 0 ⇒ V = 0

..
{

(12 − 2xy − x2) = 0
(12 − 2xy − y2) = 0 ⇒ x = 2, y = 2, z = 1 ⇒ V = 4m3

Vxx(2, 2) = −4 , Vyy(2, 2) = −4 , Vxy(2, 2) = −2

D(2, 2) = 12 > 0 , Vxx(2, 2) < 0
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واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب

. 3 ..نظرȄة

......

وجد إذا g(x, y, z) = c ȋشرǼ f(x, y, z) = c للدالة Ȑقصو قǽمة نقطة (a, b, c) النقطة تȞون
أجله: من Șیتحق ،λ عدد

f′x(x, y, z) = λg′x(x, y, z)

f′y(x, y, z) = λg′y(x, y, z)

f′z(x, y, z) = λg′z(x, y, z)

g(x, y, z) = c
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. 4 ..مثال

......
إلى والأǼعد الأقرب x2 + y2 + z2 = 4 الȞرة على التي ȋالنقا أوجد ،(3, 1,−1) النقطة لتȞن

المعطاة. النقطة

الحل:
d =

√
(x − 3)2 + (y − 1)2 + (z + 1)2

f(x, y, z) = (x − 3)2 + (y − 1)2 + (z + 1)2 , g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 = 4
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2(x − 3) = 2xλ ⇒ x = 3
1−λ

2(y − 1) = 2yλ ⇒ y = 1
1−λ

2(z + 1) = 2zλ ⇒ z = −1
1−λ

x2 + y2 + z2 = 4

على: نحصل الȞرة معادلة في zو yو x من Ȟل قǽمة بتعوǽض
λ = 1 ±

√
11
2

M1

(
6√
11

,
2√
11

,
−2√
11

)

)
, M2

(
−6√
11

,
−2√
11

,
2√
11

)
dM1 =

√
11 − 2 , dM2 =

√
11 + 2

M2هي والأǼعد M1 هي الأقرب
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x2 + y2 + z2 = 4

على: نحصل الȞرة معادلة في zو yو x من Ȟل قǽمة بتعوǽض
λ = 1 ±

√
11
2

M1

(
6√
11

,
2√
11

,
−2√
11

)

)
, M2

(
−6√
11

,
−2√
11

,
2√
11

)
dM1 =

√
11 − 2 , dM2 =

√
11 + 2

M2هي والأǼعد M1 هي الأقرب
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب

شرطین مع لاغرانج مضارȄب

. 5 ..مثال

......
ǽمȞن ما أعظم المستطیل هذا مساحة تȞون أنه برهن ،P ȑساوǽ ثابت محǽطه ما مستطیل لدینا لȞǽن

مرȃعاً. Ȟǽون عندما

الحل:
فإن: Ǽالتالي المستطیل، Ǽعدا هما yو x أن لنفرض

f(x, y) = xy , g(x, y) = 2x + 2y = P

y = 2λ (1)
x = 2λ (2)
2x + 2y = P (3)

الثالثة: المعادلة في yو x من Ȟل قǽمة بتعوǽض
λ =

P
8

x = y =
P
4
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب

شرطین مع لاغرانج مضارȄب

شرطین مع لاغرانج مضارȄب

. 4 ..نظرȄة

......

g(x, y, z) = c ȋشرǼ f(x, y, z) للدالة Ȑقصو قǽمة نقطة (a, b, c) النقطة تȞون
أجلهما: من Șیتحق ، µو λ عددان وجد إذا h(x, y, z) = kو

f′x(x, y, z) = λg′x(x, y, z) + µh′
x(x, y, z)

f′y(x, y, z) = λg′y(x, y, z) + µh′
y(x, y, z)

f′z(x, y, z) = λg′z(x, y, z) + µh′
z(x, y, z)

g(x, y, z) = c

h(x, y, z) = k
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب

شرطین مع لاغرانج مضارȄب

. 6 ..مثال

......

:ȑالمستوǼ ȋالمخرو هذا قطعنا فإذا ،ȋمخرو z2 = x2 + y2 لȞǽن
4x − 3y + 8z = 5

الناتج. الناقص القطع من نقطة وأخفض نقطة أعلى أوجد

.

الحل:

f(x, y, z) = z , g(x, y, z) = 4x − 3y + 8z = 5 , h(x, y, z) = x2 + y2 − z2 = 0
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب

شرطین مع لاغرانج مضارȄب

−4λ− 2µx = 0 ⇒ x = −2λ
µ

3λ− 2µy = 0 ⇒ y = 3λ
2µ

1 − 8λ+ 2µz = 0 ⇒ z = 8λ−1
2µ

x2 + y2 − z2 = 0
4x − 3y + 8z = 5

على: نحصل ȑالمستو معادلة في zو yو x من Ȟل قǽمة بتعوǽض
µ =

39λ− 8
10

:ȋالمخرو معادلة في Ǽالتعوǽض
39λ2 − 16λ+ 1 = 0

{
λ = 1

13 ⇒ µ = −1
2 ⇒ x = 4

13 , y = −3
13 , z = 5

13
λ = 1

3 ⇒ µ = 1
2 ⇒ x = −4

3 , y = 1 , z = 5
3( 4

13 ,
−3
13 ,

5
13
) هي نقطة وأخفض (−4

3 , 1, 5
3
) هي نقطة أعلى وǼالتالي
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
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شرطین مع لاغرانج مضارȄب
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب

شرطین مع لاغرانج مضارȄب

−4λ− 2µx = 0 ⇒ x = −2λ
µ

3λ− 2µy = 0 ⇒ y = 3λ
2µ

1 − 8λ+ 2µz = 0 ⇒ z = 8λ−1
2µ

x2 + y2 − z2 = 0
4x − 3y + 8z = 5

على: نحصل ȑالمستو معادلة في zو yو x من Ȟل قǽمة بتعوǽض
µ =

39λ− 8
10

:ȋالمخرو معادلة في Ǽالتعوǽض
39λ2 − 16λ+ 1 = 0

{
λ = 1

13 ⇒ µ = −1
2 ⇒ x = 4

13 , y = −3
13 , z = 5

13
λ = 1

3 ⇒ µ = 1
2 ⇒ x = −4

3 , y = 1 , z = 5
3( 4

13 ,
−3
13 ,

5
13
) هي نقطة وأخفض (−4

3 , 1, 5
3
) هي نقطة أعلى وǼالتالي

انجرو سامي د. 16/19



Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب

شرطین مع لاغرانج مضارȄب

. 1 ..تمرȄن

......
أطوال أوجد ، P ثابت Ȍǽمح ذو مخمس بذلك مشȞلین مستطیل فوق الساقین ȑمتساو مثلث نضع

ǽمȞن. ما أȞبر مساحته تȞون حتى المخمس هذا أضلاع
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب

شرطین مع لاغرانج مضارȄب

. 2 ..تمرȄن

......

في Ȟما العرضي مقطعه Ȟǽون Ǽحیث مطر مزراب تصمǽم ونرȄد w عرضها معدنǽة صفǽحة لدینا
المعطى. الشȞل

الماء. من قدر أȞبر ǽمرر المزراب هذا تجعل التي أǼعاد أوجد ..
.ȑدائر نصف العرضي مقطعه Ȟǽون Ǽحیث المزراب ǽصمم أن الأفضل من هل ..
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Ȑوالصغر العظمى Ȑالقصو القǽم
واحد ȋشر مع لاغرانج مضارȄب

شرطین مع لاغرانج مضارȄب

إصغائȞم لحسن شȞراً
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